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Cjli Elementi di Trigonometria , che or si 
pubblicano per T ottava volta sono divisi , del 
pari che nelle due precedenti edizioni in sei 
Libri , r oggetto de’ quali vien descritto dall’Au- 
tore in fine del seguente Saggio di Storia Tri- 
gonometrica^ che perciò noi ci asterremo qui 
dal farne parola. 

Crediamo intanto indispensabile di avverti- 
re , come nelle precedenti edizioni anche abbia- 
mo fatto , che coloro i quali dovranno far uso 
di questo bbro per la prima istituzione della, 
gioventù nelle Matematiche , se mai gli parrà, 
che i loro allievi sieno troppo gravati ^ potran- 
no senza tema di guastar la catena delie no- 
zioni elementari di Trigonometria , e senza la- 
sciargli incompleti nell’apprendimento di questa 
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Scienza ,, tralasciar* non solo i due til^i Libri 
per intero,- ma anche il terzo e quarto Capito» 
lo del Lib. II. , e 1. settimo ed ottavo del IV. 
Come al contrario gli esortiamo a volersi im- 
pegnare di far bene intendere a’ giovani tutto 
ciò ch','à compresa* nel* resto della presente 
Istituzione. 
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STORIA TRIGONOMETRICA. 



in ornai teUntiarum generi , neese 
guibue gradatàm incrementit adoleetrint ju^ 
eunditsimum eet , et ad rerum ipsarum ‘ 
inUUigemtiam plurimum coitfert. ^ 

Horikjr ùt Comm. in Jtrith. Sew, 

i"e 

* ■ ' ■ ■ I 

" ' ■ ' . I i 

•j. Prime .ricerche trigonometriche presso,- .,{ 

■ \i Greci. 




I 



■ ■ • ■ ■ ' ■ _ > I ‘ T <■'''> 

.primi germi delle foofioni. circolari ,apparv,ei;t> da 
che il divino Archimede (i) intraprese a rettificare la^ 
drconfereoza ; poiché da questa ricerca, egli si vide pasr, 
sar maao maoo dal raggio.,dal cerchio alla determina: 
zionc delle corde rappresentanti i lati di quella serie di 
poligoni regolari successivamente inscritti in esso ^ cre- 
scenti sempre in ragion doppia rispetto al numero de' 
lati, cominciando dall'esagono; ed egli 'dovè inoltre 



(i) Circa aSo anni prima defi’ Era «elgarti 
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procedere ancore aUa detemrinfzione delle saette, ed 
apotemi , o coseni della metà degli archi medesimi . Inol- 
tra trovasi anche da lui determinata la tangente dell’ 
arco di 3o*. 

Dopo Archimede , Ipparco (a) risUuralore^ ikll’ A- 
stronomia presso i Greci si occupo pure della determi- 
nazione delle corde degli archi circolari, e trattò quest* 
argomento in dodici Libi come cel rapporta Teone 
nel suo Comento all’ Almagesto di Tolomeo ; questo la- 
voro f Ipparco , per quanto 'lice' Congetturarne, doveva 
essere un compiuto Trattato di Trigonometria per que’ 
tempi.^ _ - 

S'ègueritementc Menelao , nc’ principi del secondo 
secolo deir Era volgare , compose sei libri intorno allo 
stesso argomento. Ma nè meno .quest’ opera di Menelao, 
nella quale par che dovessero contenersi non solamente 
i principi per la determinazione delle corde , ma anche 
le Tavole'di queste è a noi pervenuta. Scrisse anche 
questo Geometra tre hbri de^i Sferici, che Maurolico 
fece il primo conoscere , traducendoli dall’ Arabo in La- 
tino , e pubblicandoli nel i558 (5); ma essi non sonp 
già ,' coinè" credè il Signor > Hiitton', lin Trattato di Tri- 
gonometrìa Sferica, avendo per oggetto la teorica- de’ 
triangoli sferici intdirtb a’ quali contengono molti teo- 
remi curiosi ,** e poco -conosciuti. " 



•• • * 4 . J ' 

. (a) Grca i5o anni prima dell’Era volgare. 

'(J) Regiomonlano prima dei Maurolico gli aveva anche tra- 
dotti , ma queste sua ojiera , insieme con altre traduzioni , che 
fece de’ libri di Matematici Greci, conservasi tuttora manoscritta 
Bella Biblioteca di, Korinberga. 
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Poco dopo di Menelao , o pire contemporanca- 
Bente , Tolomeo (4) occupatosi deirAsfronomia e dcIU 
Geografia , dov^ necessarìamente entrare a trattar di 
proposito di ricerche Trigonometriche ; e la sna opera , 
eh’ è la sola che siaci pervenuta da’ Geometri Greci, in- 
torno a questo argomento ', può farci conoscere fin dove 
questa scienza fosse giunta a quel tempo , sia che To^ 
lomeo non abbia fatto altro che raccogliere le cose , eh* 
egli espone , da’ Geometri suoi predecessori , sia che le 
abbia in gran parte egli stesso inventate. 

In tali ricerche egli suppone diviso il raggio del 
cerchio in 6o parti uguali , di una delle quali si .vale 
poi per unità nel determinare le corde degli archi pro- 
cedenti per uguali difièrenze. La Tavola degli archi , e 
delle corde , eh’ egli riporta nel P. Libro del suo Al- 
magesto contiene' tre colonne. Nella prima di esse sono 
registrati gli archi di 5o in 3o minuti; nella seconda le 
rispettive corde espresse in parli sessagesime del raggio, 
co’loro minuti e secondi ; e nella terza finalmente le dif- 
ferenM delle corde corrispondenti ad un minuto degli 
archi , o la 3o“* parte delle dilTerenze tra le corde re- 
gistrate nella seconda colonna. Egli espone anche in que- 
sto luogo il metodo da lui tenuto per la construzione di 
questo canone di corde , fondato sul celebre Teorema 
da lui dimostrato pel .quadrilatero iuscritto nel cerchio , 
cioè che : Il rettangolo delle diagonali paregg-a la 
SQnuna dei dm rettangoli ciascuno contenuto da’lati 



(4) Questo Matematico antico non fu pià nativo di Pclosio, 
come si è da tutti Creduto, ma di Tolemaidc in Egitto l^Vegg. 
il Hiontucla ). 



Digitized by Google 




.. '1 



. ft 



S K a a I 0 

opposti (B) ; il qual Teorema tra poco Tedremo tara- 
peggiare nella nostra construzione del Canone Trigonome- 
trico. Ed è da credere clte non avrebbe quel Geometra 
sicuramente mancalo di compiere si utile computamento 
delle corde suddette da lui cominciato , se la Geometria 
fin da que’ tempi fosse stata adorna di simboli algebrici 
in convenevol modo. 

I 

Trigonometria presso gli Arabi. 

Il Canone Trigonometrico espresso per le corde de- 
gli archi , continuò ad essere in uso fìiio a circa il no- 
no secolo , alla quale epoca gli Arabi cominciarono a 
sostituirvi quello de' seni , che a vero dire , è più spe- 
dito del precedente. Dobbiamo inolti'e ad essi una mag- 
giore applicazione di questa scienza ad alcuni importanti 
Teoremi , de' quali anche adesso ci valghismo con qual- 
che vantaggio nella construzione del Canone.^ . ' . ' 

Trigonometrìa presso gli Europei . 

Gli Europei appresero la Trigonometria dagli Ara- 
bi , ma è incerta l'epoca in cui ciò avvenne , e chi fu il 
primo ad apprenderla da essi ; nè la Storia deile Mate- 
matiche ci presenta cosa che possa esser per noi di qual- 
che importanza intorno agli avanzamenti della Trigono- 
metria presso costoro, fino al principio del XV® Secoloi, 



(5) La dimostrazione di questo Teorema è stata da noi re- 
cata iu fine del Libro VI. degli Elementi di Eud'<l^ ( 
il voi. I. del presente Corso ). 
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DI Storia Tricodovetri ca. 
nel qoftle Giorgio dì Purbach (6) amccliì la Trigono» 
metria e l’ Astronomia di nuovi Teoremi, Tavole, ed 
osservazioni. Egli fu il ' primo,’ die per construire con pììl 
approssimazione la Tavola da’ seni , immaginò di estan> 
.dere la divisione del i-aggiq ^ praticata , come si disse 
lai, prima volta da Tolomeo , fino a 600000 parti uguali, 
e tomputò poi con' tal divisione gli archi circolari da 10 in 
IO minuti. £ forse la Trigonometra non pochi altri vatir 
taggi avrebbe tratti < dall’ ingegno ^ e da’, travagli di cpie> 
sto valentissimo Astronomo, se la morte < non lo avesse 
immaturamente rapito alle Matematiche -in età di 
ansi, j • " . . . I .<1 

. Le sue tracce però furono ripigliale dal suo allievo 
Oiovanni Muller (7) , conosciuto volgarmente col nome 
di Regiomontauo , dalla città di Konigsberg ( Alons 
Regius ) in cui nacque. r 

Da principio il Regiomontano ritenne la stessa di- 
.visione de’seni di minuto in minuto -, poi, esaminale me- 
gbo le cose , conobbe di' era piò vantaggioso di divide- 
re il raggio decimalmente , e lo sup]>ose perciò di 
1000000 parti. Al canone de’ seni e coseni , il solo che 
si fosse conosciuto ed usato lino a lui, aggiunse quello 
delle tangenti , che chiamò Foecuudus ; ma non vide 
poi r uso vantaggioso , che poteva farsene rsUa Trigo- 
nometria. Egli rinvenne inoltre molli nuovi principi per 
la risoluzione de' triangoli, per mezzo de’quali la Trigo- 
nometria Rettilinea arrivò lìu d' allora , per questa par- 



( 6 ) Coù chiamato , prrclii nativo di Fuchach , tra 1 ’ Austria 
e la Baviera , nacque nel 
Nato nel 1436. 
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ff , a cpiellé stessa perfezione in cui presenlemaite ù 
tiova.' 

Il quinto ed u]limO> Libro del suo Trattato de Tri- 
etngulUc ptanix et sphaericis (8), die si ragguarda alle 
Trigonometrie, contiene vaij Probleiói speciosi della ri- 
soluzione di quelle figure alcuni de' quali si trovano 
recali nel Capìtolo iiltiino del Libro ili. del|a no^aTri^ 
gouoiiictria. Kd c da notare che nel numero di e^ VB 
n' ha di quelli , per la risoluzione de’ quali era bisogno 
di quelle supposizioni indeterminate di quantità , che 
annunziano la conoscenza dell' Algebra ; che per un 
di essi, il ladel lib. II. , giuu.to cu' egli' è all’equaBio- 
oe, si arresta dicendo : qwod restai, praccepta artis edo- 
cebunt', ed 'il Montuda nel far ciò notare dice , che : 
M potrebbesi da questa circostanza iurcrire , che l’ Alge- 
M bra fosse stuta conosciuta in Europa prima di Luca di 
»' Burgo ( ' soggiungasi e di Lionardo Pisano )' se per 
u avventura non si volesse supporre, che le soluzioni di 
» siflàtti Problemi, contenuti in quel Lib. Y” della snd- 
» detta opera del Riq^iomontano , fossero state aggiunte 
M dalle Schoner , che ne fu l’editore s quàsi .un secolo 
■»> dopo la morte dell' autore (g). fi m • 

Ma il Montncla avendo scgucnteibente coOTettuto, 
che il tra:.f orlo dell' Algebra in Italia , 'per opera di 
Lionardo Pisano , abbia avuto luogo non già , come 
prima equivocò , nel XV" ; ma bensì molto prima nel 
XUI“ secolo (io), cioè quasi due secoli prima che vi- 

(8) Un tal trattato fu dall' autore scritto circa l'anno i464, 
e pubblicato in foglio a Norimberga nel i5i3. 

(9) Montucla-Z/f^/ow des Mathimati(jues, 

(10) Addizioni in fine del Volum. 1. dell’ opera poc'anzi 
citata. 



I)lStOhtA«rAt(ìrOSd!ltKTRICA. 

V«8se il RegiomonlaftQ , ci Uberar^cUtl’ eHUrare in qualqi»*. 
()ue fesame a; qneslo proposito.; Sicché al Re^iomonta*. 
xo non dovrà farsi il torto , come taluno ha q|pinato,.di 
non riconoscerlo ‘ per autore, di (fucile soluzioni, ed .à noi 
altri ^Italiani noti dovrà togliersi il ivanto ci ;avet; :falta 
conoscere in Europa una tale toicnaa,' che Jiigamo i pii*, 
mi a coltivare,’ e die abbiamo. ^i grandemente contri- 
Imito ad accrescere e migiimarek " i •; „j »;• , 

La pcrfssióne aita quale Begiomontdnò. aveva por^ 
tuta ;la Trigonemetria c il. Canone Naturale fece sì , cliB. 
quasi contemporaneamente con Idi 'ìnoUi. adi un' vtratto. 
eominciarOiio a trattar, con 'successo le stesse ricorohe , 
aggiugnendo ad esse', e pcrfesioóatidole sempre più . In. 
latti abbiamo , • che a queU' epoca Giovanni Vesner com- 
pose ancb’ egli cìntfue libri sU i > Triàngoli , e*l famosa 
Astronomo' Coperiiico > trattò ' purè ' la Trigonometria sì. 
Piana, che Sferica!,; costcubiido il •cbnono de’ scoi colie, 
diilvreose pet* ogni lo miuufi del qissdraote , e per, un^- 
raggio diviso in looooo patti ’uguab ;> ed Erasmo. Reio-, 
hbld costruì e pubfabcò ile Tàvole delle Tangenti y.cbé< 
cliiumò , come il Regiompnlano , Canon ■foebundu.i., ^ 
A quest’ epoca stessa fioriva nelle nostre Regioni un 
uomo insigne nelle Matematiche , delle quali non lasciò 
parte die non coltiva.sse. Francesco Maurolico (ii) ; e 
non potè essere a meno che quest’ .uo|uo agitato ■ dalla 
voglia di distinguersi tra' suoi' contemporanei i, in. mezzo 
m tante rice.*be Trigonoinetriclie che’ trattavansi> aUoi-à 
principaliiienté in Germania , Tr(tlf>"vi valesse anch*égli lN' 
sua parte. Frutto di que^e site' fiuidile iìi rintrodódone 

» l • 1. ; Ts t 

‘ » a.< '7 ^ 

' . 

(li) Nàto in Mestina nei ,ii4p4*‘ ' - ' >1 u » 
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delie Segahti ■nel colendo Tri^onometri-co v' e . nella riso- 
hizioné de* Trinngoll , e l’ istituzione della Tavola di etc 
Se, che chiamò Bènefica\ e che 'da hii Tu 'calcolata di 
grado iin grado e di minuto > in minuto i(ia) . In tal 
mòdo duiW|u« il Canone :nattirale i Trigononietricó presu 
tutta quella -perfezione , die cònscrva -anclleal presente. 

Falsa-iò pei inlerarnente 1' opinióne del • Lanisbengio/ 
che questo Canone delle seganti si Appartenesse al Reti- 
co , le di cui Tavole furono- pubblicale dopd la < morte 
deir ailtore dal suo Allievo 'Valenlino Othoac- nel i594i* 
Col titolo di OpUt PalcUinum cioè ’ almeno anni 
dopo eh’ erano Comparse in pubblico < qnèlle del Mauro- 
lico , ebe furono pubblicate ‘ ns| i55S , je prima di que- 
st’ epoca «la lui' medesirtfo ^amimjate nel iÌ5o. E la stés- 
sa peHcziwne, maggiore delle Tavole- del Reticò in pa-i 
vagone di quelle dei- Maurolico^ avendole il'Retico co- 
struite supponendo il-raggio diviso in i oooooeoo'ooooeoò 
parli , e di IO in iq' secondi anaUHxia chiaramente 
che questo 'fu '• posteribre. al Maurolico in tal ricerca,' e 
che ' non potendo' prevalergli nell’invenzione, si sforzò' 
•opravanearlo in perfezione (iS), Dopò il già detto tdel- 

itii • ' . 1 1 .. 

(.. . ' n ■ 'p .. 

1 , ! : .0 ■ - c • . -I . 

\ 

‘ '(ia) 'Veg.‘' a ttd propòtitb' il Lib. II*. àSpAaer. Ma«r. p. 6o.’ 

- (V8)‘I1 d<>tt6' Astronomo Sìg. Delambre'; nella 'tua Stori»' 
dell' Astronomia del .MetUo Evo ^ tratta per .verill:^ con troppa 
ipgiuttizra il Maurolico , mcnomaiKlolo di quella nou comune 
cousiderazionc pn che 1'.- hanno .tempre tenuto i Matematici non 
solo contemporauei ,ma anche potteriori ,* e delle lodi che gli tono 
meritamente da etti fatte. Ed. ecco cume ti esprime il Delambre ; 
« Ce qui a fait vivre le nom de Maurolycut , c'esl qu'il paste 
« pouf avoir le premier introduit , dant le calcult ‘ tiigonometri- 
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Heglotoonlano , e del Muurolico , si rileverà cliiaramen- 
fe l’errore dei Brìggs j che attribuiicc i' inveuzione del 
Canone delle Tangenti e Seganti a ReÀnholdi. 



•T 
I» K 



a”qti« , 1’. utage sèoantéi , doiit voici le tifrc «in entirr <«4 
È qui egli rapporta questo titolo*. Di "poi dopo aver esitato à 
èredete , ilei luogo poc* anzi rdcalo 4 che Maui'ulicó fosse stato 
1* iiitfodbttore ddle seganti nel' calcolò rtrigonomcttìco ,• passa a 
dir qualche cosa delle opere* 'di questo' gcttidctiu contenute in quel 
Titolo., senza flirne molto caso.* Ma se il Signor Dclambre si 
fosse dato il peasicro.. nella sua aualisit critica di, queste opere 'di 
Maurolico , di considerare i tempi in cui furono fatte ; certamen- 
te non cosi felici per le . Matematiche come i aostri ; ma che 
però ci hanno prodotta tutta quella luce , che ora ci abbaglia ; 
e te per poco avesse avuta la bontà' di gòUar lo sgitardb sugli 
altri lavori geometrici del Maurolico , t principalmente per ciò 
die. rguarda i Conici di Apdllonio , in coi fece anche cambia- 
i^enti tali, che maritarono -di essere adottati da varj Geometri ^ 
« specialmente dal Signor de la Hire , Francese ; se in somma 
egli avesse voluto deferire per poco al sentimento del Viviani , 
geometra sommo il, quale , non ostante che Maurolico non 
avesse colpito nel segno .nella divinazione che fece del quinto li- 
bro di. Apollonio , pure, stimò le geometriche speculazioni fatte 
dal geometra Messinese deguc di lode per modo , che ne tenno 
conto .nella Prefazione eh’ egU scrisse per 1' altra immortai divi- 
oazione , che _ diede del Uhro stesso del Geometra di Pcrga< 
Se a tutto, ciò avesse posto mente i! Dclambre , non dubitiamo 
aifalto , che sarebbe statp uniforme^ ue^lji numera di pensare cr.l 
tuo dottissimo compatriota. , il Signor ' Montocla , il quale ,in 
piò luoghi della sua Storia delle Matenialiclie , che poi preghia* 
mo 'di riscontrare , parla, con assai rispetto «lei Messinese Man- 
rolico , chiamandolo geometra ariginale—tino de' /lià Jorti geo- 
metri del suo tempo-pieno di spirito geometrico , ec ( ^ cg;j. 
ìp storia delie. Matcm., Voi. J. alle pag. SGi , $7* c GgG. ) 
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Il Vieta (i4) ristoratore c promotore di ogni ramÀ 
di Scienze Matematiche a’ suoi . tempi , si occupò auch’’ 
egli della Trigonometria, e. stabilì nuovi teoremi impor'^ 
tantissimi per la costruzione del Canone, che perfezionò 
grandemente (i5). Egli 'costruì pure separatamente le 
favole Trigonometriche pe'seni , e quelle per le tangeu- 
(i e segai! Il , di minuto in minuto colle loro diflerenzeì 
e col raggio loooqo; e per le tangenti e seganti versp 
la fine del quadrante , ne estese f approssimazione ad ,8ì 
c 9 cifre (iti). È siogolare anche., e degna di essere 
avvertila la disposizione cdi’egli il primo diede a queste 
Tavole , «umentaudule da parie di man sinistra fino à 



(i4) Nato nel i54o a Fontenai nei Basso Poitoo , Provin- 
cia della Francia. : r ■ 

> (i5) Veggansi le sue opere pubblicate da' Ftaacesoo Saiioo^ 

ten nel i6i6 , e specialmente il trattato de Sectionibus Angu- 
iarìbus. • • 

, (i 6) Queste Tavole furono dall' autore pubblicate in Parigi 

nel iàp9 r voi titolo di : Canon Mathematicus se.u ad triangu- 
la , cum a/tjicndictl/us. È ad esse aggiunta dall' autore medesi- 
mo una seconda jiarte con l' epigrafe ; Vniversalium inspectia-^ 
niwt ad Canonem Mathematicum liber singaloris , in cui con* 
ticnsi la costru/iòne delle tavole rsp'isle nella prima parte , Un 
compendio di Trigonometria PiSiia e Sferica , con applicazione 
di esse , e molte altre rirerche hitornU alla quadratura del cer- 
chio , alla duplicazione del cube, ec. Un tal libro però- ebbe la 
disgi'azia di uscire in' luce carico di errori tipografici , lo che al 
Vieta èssendo dispiaciuto, ne ritirò • tutte le copie che peli 
riavere , s|>rrando _ di poterne fare una nuova edizione corretta , 
Come e::li st<sso il promise , allorché parlando della prcMtité 
sua òpera si espresse; Sed rpii anno iSjg ylóf editus in/'e/ici- 
4er Canon, incus Mathematicus , ts cura’ secuada ncognittn 



-t 
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45', é rrtohiaiKio poi indietro Ter«à destra, per disór 
pra , fino a 90 *; sicché in tal modo ciascun arco , e '1 
suo complemento trovansi nella l^easa linea , c cosi le 
loro. linee trij^ooometriclic rispettive. E tal disposizione 
comodissima, è anche ai presente ritenuta nelle Tavole 
Trigonometriche. Il Vieta seri» anche pel canone delle 
Tangenti la denominazione di Foecundus datoli dal 
Regiomontano , e chiamò Foecuudissiii:tis K altro delle 
seganti. 

Serva ciò die si è detto del Vieta di limite a qiian^ 
io si era fatto per completare il Canone naturale e la 
Trigonometria; mentre tutto ciò che produssero su rjne^ 
sto argomento in seguilo e il Kelico , e l' Othone , e il 
Pitisco, e’I Lansbergio ed altri, iioii sono clic sempli- 
ci miglioramenti e riproduzioni delle cose precedenlii- 
ffiCnte fatte ; e ciò a fin di giungere celeremeiite adì 
una delle epoche più interessanti per la Trigonoiuetna , 
nella qitale questa scienza prese un aspetto tutto nuovo^ 
che ancora conserva, c conserverà sempre. 

In tanta copia di- ricerche Trigonometriche fatto, in 
Germania , iu Italia , ed in Francia , 1' Inghilterra solo, 
non sembrava di osservisi iiitcì'essata grandemente. Que- 
sta Nazione però , presso la quale le Matematiche sono 
siate sempre coltivate con impegno, e successo , si ser- 
bava ad una scoperta importante e grandissima, cioè 



majoretti fortatsis , apud eos ( Canonistas ) ohiinciùt aiictori- 
latcìn ( Opera Malli- pag. 3aj. ). Ma tal seconda edizione non 
avendo perù avuto mai luogo , 1’ opera è divenuta dL una rasità 
c^ilrcma. ( / cgg, il Jt/uutmlu yoU 1 . pag. tìio, ) 
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«ir invenzione de' Logaritmi,' ed alla costruzione del cà^ 
none artificiale. > •' • ' , • ; 

Giovanni Nepero Barone Scozzese (17), nomo do-* 
tato di un intelletto penetrante , spaventato dalle immen* 
se moltiplicazioni e divisioni che facevano di bisogno , 
volendo far uso delle Tavole Trigonometriche fino allo- 
ra costruite , si diede ad escogitare qualche mezzo onde 
facilitare queste operazioni ne’ grandi numeri ; ed egli 
ritrovò a tal proposito un metodo , che espose in un 
o(>era da lui pubblicata nel 1617, col- titolo di fiabdo- 
logia , o sia numeratio per virgulas (18). E^li però 
non fu interamente pago di questa sua invenzione ; e 
perciò si diede ad escogitar nuovi mezzi , e più efficaci 
per riuscir nell’ intento , e pervenne cosi alla meravi- 
gliosa invenzione de logaritmi , eh’ egli pubblicò colle 
stampe nella sua : Logarithmorum Canonis Descriptio ; 
seu ÀrUhmeiìcanim supputationum mirabilis abbre^ 
viau'o eo. Edimbourg £ siccome il suo princi-*' 

pale interesse in questa invenzione era stato la facilita- 
zione de* calcoli Trigonometrici; cosi egli non applicò i 
logaritmi che a' seni , costruendo effettivamente -le Ta- 
vole logaritmiche di tutt' i seni degli archi di un qua- 
drante di minuto in minuto. Egli non diede in questa 
prima opera il suo metodo per la construzione delle Ta-r 



(17) Nato circa la metà del secolo XVI® 

(18) .U metodo della prosta/èresi , che non molto primi 
avevano i Trigonometri ritrovato , per evitare in qualche mo- 
do le moltiplic.i 7 .ioni di quantità trigonometriche , quantunque 
lugegnoto , era nondimeno imbai'azzauU , e non era ui attivo, 
nè universale. 
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Tole logaritmiche ma ppomisé di darlo, ecT aVrtbboj 
certatnente tenuto parola , se U morte non avesse rapU 
to qiiest’ uomo inliuitainente utile alle. Matematiche na| 
1618. li suo’figlie però), Rohecto Nepero , non mauc^ 
di pubblicare nell' anno stesso 1' opera alla quale stava 
il padre tea vagliando ,• col titolo di Mirifici lo^avithmo- 
tvm i Canoni s, consti uetio y ec. . ; . . 1. ' 

. ' INoo queslO’* il luogo di dIscoA'reee .più a lungo; 
su i logaritmi di. Nepero uni noni sarà poi inutile di 
far ayvertire , che la Tavola ch’egli diede de’ logaritmi 
de' seni difl'criva dalle nostre ordinarie Tavole iu ciò , 
che il logari Lino del raggio è iu quella eOettivameute 20/ 0, 
donde avviene , che i logaritmi Neperiani de’ seni lau- 
1)0. crescendo al minorarsi di questi. _Nè poi sillàlti lo~ 
garitmi sono costruiti per la base 10, cuiiic per la or- 
dinarie Tavole*,, sistema eh' egli stessa segutuleii.eiilo 
immaginò , e che , come ch'duccsi dall’ epigrafe della, 
summenlovuta opera,, il bglio annunciò al pnbhlioo diw 
po la morte del padre, hia sia , per questo luogo , ab- 
bastanza detto d^ir inveuzion di Nepnx) intorno »' logia- 
ritmi. Egli però, se tanto giovò alla. Trigouoniclria per. 
la computazione, non tralasciò dall’altra parte di.occui- 
parsi de’ principi per la risoluzione de’ Uiungoli , princL- 
pulmente per la Trigonometria Sferica , per la quale 
ridusse tutta la risoluzione , de’ triangoli rettangoli a due 
regole fondamentali , o piuttosto aduna sola divisa in dne 
parti facilissime ad apprendersi ed a ritenersi. £d il 
Monlucla con. ragione si duole della poca avverten/a „ 
die da’Trigoubractri del Coutinnitc si era posta in farle 
ben ravvisare. Oltre a ciò egli diede anche alcune regole 
utìlissiiuG per la pratica risoluzione de' Triangoli sferici 
«bhliquaiigoli , le' quali oggigiorno , mercé I muIUplici 
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USI deUa Trigonomatria Sferica , non, sì TCggoné (tii 
trascurate ne' Corsi Elementari di questa scienza. Finale 
inente -stabilì e dimostrò pe' triangoli sferici diversi teo> 
remi nuovi , che costituiscono una notabile armonia tra 
le due Trigonometrie,* . * - 

Dopo il Nepero , com' era naturale , i Trigohome- 
tri si volsero immantinente alla costruzione delle Tavo- 
le de’ logaritmi de’ numeri , e delle linee trigonometri- 
che , alle quab si diede il nome di Canone Anijicitt- 
le : ma non è del nostro scopo 1’ occuparci ili queste 
cose ; sicché passeremo sotto silenzio le fatiche illustri 
di tanti sommi uomini intorno a questo soggetto. 

La Trigonometria parve dopo tutti questi trayagli di 
sommi uomini già giunta al suo grado massimo di per- 
fezione , e di fatti nulla mancava nè per le regole atte 
, a risolvere i diversi casi de' triangoli sì rettilinei che 
sferici , nè per la comoda computazione di tali regole 
in pratica. La Trigonometria Sferica pci-ò non presenta- 
va lo stesso grado di perfezione che la Rettilinea , nò 
nell’ applicazione delle regole, nè nel calcolo de’ trian- 
goli ; e r uso della perpendicolare in risolvere i triango- 
li sferici obbliquangoli produceva in taluni casi tale scon- 
cio , che aveva indotto in equivoco anche abili Trigo- 
nomctri , ed assai pratici in questo genere di computi , 
Come il La Calile ( ic)). Inoltre le regole Neperiane , 
principalmente pe’triangoli obbliquangoli trovavansi sban- 
dite da tutte le istituzioni di Trigonometria Sferica , e 
mollo male a proposito. Finalmente non era stato 



(ig) Vegg. il Gagnoli ( Trigon pag. 3s7 ctliz a.) 
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. alcuno' ,*n quale avesse ravvisata la mirabile corrispon^ 
denza tra un triangolo sferico , ed un angolo solido 
compreso da tre angoli piani, è che avesse dedotta dal- 
la natura di questi i principi per la 'risoluzione di quel» 
li. Mancava inoltre alla Trigonometria Sferica una forma 
analitica tale , che si comprendessero in una formola 
generale tuli' i casi diversi della risoluzione de' triangoli 
sferici SI rettangoli che obbliquangoli ; e dobbiamo a 
Leonardo Eulero tutti questi vantaggi procurati alli 
Trigonometria -Sferica , ch’egli espose in una Memoria 
inserita nel Voi. IH. P. I. degli Atti nuovi di Pietrobur-* 
go , per r anno 1 779, coll’ epigrafe ; Trigonometria 
Sphaerica universa , ex primis principus brtvUer et 
diiucide derivata. 

£o|k> l'Eulero non ha potuto essere a meno , che 
tutti coloro i quali hanno trattato io stesso argomento 
non siensi valuti degli arlifizj da lui usati ; e bisogna 
anche convenire che, grazie alle fatiche di questo som- 
mo Analista , la Trigonnmeti ia Sferica è stata dopo lui, 
da tutti quelli che I' hanno esposta seguendo il suo me» 
todo , assai ben tratta. Ma lungo .sarebbe il trattenersi 
anche per poco intorno ai diversi Elementi di Trigono- 
metrìa composti dai moderni. 

Non deesi però tralasciare di far qui parola di un 
eccellente e completo Trattato sulla Trigonoiiietria , deP- 
1 * egregio Matematico Antonio ('agnoli , da pochi anni' 
tolto alle Matematiche , ed al decoro Italico. Egli ha 
compreso in questo libro pubblicato da lui due volte 
ili Italiano, e ciascuna volta tr.idotlo nell’ idioma Fran- 
. ceso , con mollissimo ordine e chiarezza , tutto quanto 
mai poteva conoscersi intorno alla Trigonometria , cor- 
redando 4 e teoriche da lui esposte con opportuni cscnipj 
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A'Prablemi che elegantemente risolve. Tutte ile. forato^ 
le delle, due Trigonometria vi sono trattate, e per mag- 
gior comodo di colcmi che, debbono valersene , esse tre- 
vansi espresse in tavole, da potersi consultare' all' uopo. 
A tutte queste cose egli ha aggiunte le analogie diiFe- 
reniiali de’ triangoli si rettilinei , che sferici, trattando 
quest' argomento in maniera affatto nuova. 
ù Nè qui tacerò anche il completissimo Trattato di 
Trigonometria e Poligonometria del mio egregio amico 
il Signor Professore Franchini di Lucca , Matematico 
che co' suoi ottimi studj ed assidue fatiche onora la no- 
stra Italia e la scienza die tanto ama e coltiva. 

Or fino a questo punto con tanti progressi che le 
due Trigonometrie avevano fatto , nessuno aveva ravvi- 
sato die 1 moderni Teoremi delie funzioni circolari , 
come anche il problema della .multisczione angolare , o 
r altro 'analogo dell' inscrizione di un poligouo regolare 
nel .cerchio,, e la serie del seno c coseno dell’ arco, po- 
tevano dedursi come immediate conseguenze da un Teo- 
rema , che pei princìpj della costruzione del canone a- 
vava stabilito il primo Trigonomctra Tolomeo. £ ciò es- 
sendo venato in mente al nostro valentissimo Matematico 
Sig. Pergola, egli distese su questo proposito due Memorie,, 
che trovansi inserite nel Voi. 1. degii Atti della nostra 
Accademia delle Scienze ; ed io estraendo da tali Memorie 
quella parte che alle mie ricerche elementari si conve- 
niva , me ne sono valuto in questo mio libro, nel qua- 
le sarà vantaggioso il vedere uniformemente dimostrati, 
coU'n)uto di quel Teorema Tolemaico, i diversi Teoremi 
del Vida sulle corde degli archi circolari, e la fonuula 
del seno e coseno della somma e differenza di due ar- 
chi dati , come pmc quelle ^tre che da esse dipendono.. 
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Ma’ ecc» di questa mia opera il Prospettò. Io l’ho 
divisa io sei Libri e ne' primi’ quadre , che sono gU 
essenziali per l’ insegnamento , ho esposto , nel I® la 
costruzione dal Canone, o che si voglia essa • ottenere 
per le vie che somministra il calcolo 'aritmetico appli* 
cato a’ principi Geometria’, come il iàcevano gli an- 
tichi ; o che si voglia ottetaere per - eleipenturi formole 
algebriche. Ho tralasciato 'le formolo trigonometriche' 
trascendenti , nè ho additata la maniera speditissima di 
poter ottenere tal costrnzione di Canone per queste vie; 
perchè qui non si tratta. di vedere come si possa costrui- 
re il Canone suddetto , ma solamente come il' •costrui- 
rono, trovandosi le Tavole de’ seni già lui le e formate.;. 
D' altronde sfccomc l’ uso grandissimo di queste furmnle 
trascendenti ha luogo nell' Analisi degl' Infiniti , esse 
debbono entrare a far parte. di questa , o servire ad es- 
sa d’ Introduzione ; che perciò saranno esposte nel -luo- 
go che- sarà loro convenevole. 

Nel II®. Libro ho trattato della Trigonometria Rct* 
tilinea , esponendo i principj per la risoluzione de' Tri- 
angoli , non solamente negli ordinar) . casi , cioè in quel' 
li risultanti dalla combinazione dell* sei parli di essi , 
tre a tre , fuorché tre angoli ; ma anche in alcuni alui 
casi , ne’ quali o queste parli sono divei*samente combi- 
nate ; o pure sono implìcitanyente contenute in alcune 
altre forme di dati dalle quali bisogna dentamele per 
la determinazione del quesito. Ed in ciò fare mi sono uni- 
formato a quello che aveva praticato Regiomontano , 
che come già si disse ayeva trattate quistioni di questa 
natura nel V®. Libro della sua opera de triangulis 
ed a molti Trigonomctri moderni che lo avevano imita- 
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4o. ' Ho cercato pure cbe , le risolationt 4i teli -> Problemi 
fossero eleganti il più che fosse possibile.' i 

‘Nel III? Libro ho esposto la natura e |e'proprie<r 
lè de' Triangoli sferici, dottrina iodipensabile a premete 
tersi agli Elementi di Trìgonometria Sferica , molto più 
che essa in aleun altro luogo del nostro Corso non vi«n 
trattata. Ed a questo proposito ho cercato di correggere 
le ordinarie dimostraxioni , -che. trovansi presso taluni 
autori , sull’ eguaglianza de' lati, e degli angoli rispeUivi 
de’ triangoli sferici in alcuni cesi , le quali mi sono 
sembrate vacillanti. > ; t < • •• 

11 IV" Libro espone i principj ‘per la risoluzione 
de* Triangoli sferici , secondo Eulero , ed i medesimi 
dopo essere stali ritrovati e dimostrati in-, forma algebri- 
ca, si veggono poi ridotti in logaritmiche espressioni 
comodissime per l' effettiva calcolazione de’ triangoli sfe- 
rici obbliquangoii ; il che. dà luogo alle regole del Ne- 
pero , di cui si è già di sopra accennata qualche cosa. 
E nell’ esporre le regole per la l isoluziotle de’ triangoli 
sferici si è avuto riguardo a dar sempre quella, tra le 
varie forinole che poteano adoprasi per nn dato caso ^ 
che fosse la più 'comoda e conducente , c per la facili^ 
tà , e per 1’ esattezza ; lo che si era' anche praticato pc' 
friangedi rettilinei. Eld.a questo proposito diremo di pas- 
saggio, che non bene fanno coloro , i quali, principal- 
mente in libri elementari , abbondano in formole ed in 
regole di risolvimento pe' triangoli per «no stesso caso : 
ciò non solamente produce confusione nell' animo de* 
giovani e per mancanza di quel giusto discernimento 
che si conviene nel far «so di esse , gliele fa alla rinfu- 
sa ailoperare , e senza metodo ; lUa talvolta anche gli 
annoja , e ne devia 1’ attenzione. D' altronde « si facil 
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«osa il -presentar te forinole trigonometriche solto diverM 
so aspetto cjbe potrebbe ; «piOsto loro cambiamento dà 
resti moltiplicarsi '! continuamente ed I allora di quesU 
scienza limitata a pochi principj , se ne formerebbe ■qnat 
^iboxa estesa oltremodo ed implicata.:! Frafessoci però^ 
per esercizio di scuola , faranno bene adócoupare i lem* 
•Uieri in ^ «queste trasfòtmazioni facilissime >di fonbole trn 
gonometi-iche , poiché in' tal modo oltre 'adì arretzuii' 4 
vederle setto diversi aspetti ,'ond’ é che n<m . si confbiw 
dfcranno troTarldole divèrse in altri autori 'ini 'out potrana 
no ''incontrarle servirà 'ciò' anche^ loro di -esmtizio: aigei 
brico', e'come una matiuduzionè a quelle' mo^ipUcà trasa 
ibiìimioni',- che saranno; poi essi- obbligati' a Sire felle 
fbrmole algebriche studiando il' calcolo- sabiimè> , e I4 
meccanica.: -Le ricerche' su i casi dnbbj ne^l rìstdaziònd 
dìe' triangoli sferici, è ’hecessaHa coéa' che non' ai» trala- 
scino nei trattar gli Elementi di ■ TrigoiM»aetria' r neft* 
esporle perb ho Cercalo di farlo celia' maggior^ cbiarézttf 
è brevità che r mi è stato possibile, ^ senzà èotrare i|i 
tanti "inniili particolari. 

-v.o Ho aggiunto questa volta al presènte libro’ due' €an 
pitoli'^ Uno intorno alla perpendicolare ne* triangoli - sfè- 
rici', e l’altro per la' determinazione' delraja di 'cui si 
ba talvolta bisogno ; né questa l’ho detenni natà che nel 
solo casi) -de' tre angoli dati, o de' tre lati," per le ragio- 
ni che si potranno vedere nel' Capitolo ove nè tratto. 

' Nel V® e “Vr Libro della Trigonometria, che^so- 
no destinati ad aiundanfiorein scientìam , e clie pos- 
sono aversi come un’utile istruzione ed esercizio per co- 
loro che studiano 1' à'pplicazione dell' analisi alla Geomé- 
tela., lio trattato dell’ usO 'vantaggiosa deWè formiole Tri- 
gonometriche nei risolvimento di quei Problemi ove dt 
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^upmIo >si vuole io vaIqro,‘,‘-e ne* cpiali fra’. 4*ti «so* 
ao >«icuoe .quantità angxilari ; c del vantaggio oche può 
Vdvolta ottenersi dalle forinole Irigououietrìclie^ accioachè 
ai. perv'ebga' factlmealo ad una pura equaziione algebrica, 
e. quindi, capace di. una ^geonu-trìca composizione ..i Ed 
era.isómniaraonte necessàrio',; ch.e ,io qui trUUassi' e rooo 
Tahi» di qiiestr aiìgomenti ,i ora principalmente che ia 
tutti ,i libri, di .Geometria analitica si fa sfoggio grandis». 
shno di formole trigOin'óuacU'iciie pel riuvenioiento dell* 
eqiiaziqné. ad.iin |wobleoia geometrico „chb,aualiticaiuci]h 
tC'Si nsolya> 4 )Sutiza fare «Icuiià distinzione .tra quesito in 
valore >.« quesito geoioctricamcule .coo.tr.iibiieV'Ed a que- 
sto, propoitilOL a, vxerlirò di passaggio, pel ,SP*:«*i«io.dc’'Si9^ 
pi-addetti: iaà'gomen ti , elle ailorqu^ldo pàrlq ’dell’uso deb* 
le..fortùaIe trigupoitictriclie pel rinvenimento di una equa-r 
ziòue algebrica,, b riducibd'.^ e tale per, mezzo di qubL* 
che trasforipnùone ;,' in,cui.si |Msa da formqk ; trigono? 
metriche a ^rapporto^ tra linee rette , intendb. già i.che 
questa tasformaMona sia di per .se chiara , • , facile iad 
ottenersi; poiché altrimenti niun vantaggio avremmo .per. 
la 'sua soluzione i essendosi , obbligato a tante diven^ co- 
struzioni particolari complicate, dalle quali poi inclegan-] 
tissima e priva di uso diverrebbe, la composizione geo- 
metrica del Problettia.,;Siccoiue i Problemi che ip reco 
per lo stabilimento del metodo .onde far uso delle , for» 
mole trigonometriche nel risulvcrli , non hanno altrq pgn 
getto che questo cosi ho . tralasciato di maneggiare l’e- 
quazione ad essi , idlurcliè vi pervenuto. E preven? 
go intorno a ciò il Pubblico, per non incorrere nella tac- 
cia dovuta a coloro che costumano al presente di creder 
risoluto il Problema , allorchù lo hanna messo (in ■ equa- 
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tione, talvolta d' iiiconstruibil formalo pure di aver trac- 
ciate le vie per pervenirvi. 

Tra i Problemi che ho recato nell’ ultimo Libro si 
troverà quello della trisezione angolare , che per la sua 
importanza , e pel nesso strettissimo che ha colla Tri- 
gonometria meritava di avervi luogo. In fine di tutto 
questo , non ho voluto tralasciare taluno avvertimento 
che conveniva fare in qualche luogo del mio Trattato, 
ma che non stava a proposito nel luogo stesso, o dimo- 
strar talvolta qualche difetto o qualche cosa notabile in 
altri libri di Trigonometria &cili a pervenire in mano 
de' giovani , e che meritano di essere ad essi raccoman- 
dati ; ed ho perciò aggiunte in fine del medesimo alcuna 
Hote , cbe riescirà utile a* giovani il consultare. 



1 
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» 1 

trigonometria 

L I B R O I. 

BELLE QUANTITÀ' ClRCOLABl , E BEL LORO CALCOLO. 



CAPITOLO I. 

DH.ia Mtaioiia della ciecodfbreka , e mlla misoea 

DEGLI LNGDLI. 

» T il neceisitA di misurare le fìgirre diede luogo allo stabili- 






mento di alcune regole, dalie quali surse ■!OÌ una scieura 
natura e sul rapporto delle grandezze figurate , che ^iiiamossi 
Geqi'.eteia. Ma non sempre gli elementi donde questa misura si 
derivava erano tali che si potevano valutare cou moduli meccani- 
camente eseguiti , come avviene quando per avere la base e 1’ al- 
tezza di un parallelogrammo, o di un triangolo ci serviamo del 
palmo , del piede , o di altra misura lineare . In fatti era chiaro 
dalU Geometria , non solamente esser valutabile l' aja di un trian- 
golo, dati i valori della sua base ed altezza ; ma auclie quando 
fosse dato il rettangolo de' suoi lati , c l'angolo da questi com- 
preso (’). 



(') Imperoeebé in ,piesto caso , come i! tilcTerl facilmente dal LiV. i s 
di qneiti Elementi , il rettangolo dato dei lati ita ali’ aja dii triangola 
fotnt il ì aggio al uno dii dolo ongalom 

I 
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Ntl primo caso però Lt valutazione del triangolr» era mani- 
festa , e poteva olIcniTsi con misure lineari ; e nel secondo vi do- 
veva entrare a calcolo il valor dato di quell’angolo ^ al che fare 
non valendo le semplici nozioni di Geometria , bisognò perciò ri- 
corrcic ad altri espedienti , e da ciò derivò la ThigoNome- 

tnÙ generalmente presa , della quale designereiqo speCialmentt 
la natura e la divisione in appresso. Sicchò una tale Scien- 

za , anclie senza aver riguardo a’ bisogni dell’ Astronomia , e 
delle operazioni geodesiche , delle (jiiali cose senza dubbio do- 
vettesi far uso lin da’ primi tempi della Geometria, può essa con- 
siderarsi come di origine piuainente geometrica dipendente dalla 
valutazione delle ligure in que’ casi ne’ quali tra gli elementi del- 
la loro esibizione vi entravano angoli. 

Adunque il fondamento di questa scienza è la misura degli 
angoli j c questa fu facile a rilevarla dagli Elementi stessi di 
Geometria. Un teorema recato da Euclide, in fine del VI'' Li- 
bro de' suoi Elementi stabilisce un rappmrto tra gli angoli posti 

al centro di un cerchio c gli archi che gli sottendono., dond’ è 

che facilmente si rileva, che questi crescendo in proporzione di 
quelli , potevansene comodamente prender per misura. E di tal 
genere di misure vicarie altre se u' erano già adottate pe' diversi 
usi della v’ita. 

2 . Dato questo primo passo cohvcniva dar poi 1’ altro 
di ridurre la circonferenza a quantità discreta , fissando per essa 
un'unità ; si scelse perciò avvedutamente la dtion» parte di quel- 
la , che chiamossi grada. Avvedutamente, ho detto, per la ragio- 
ne, che potendosi adottare un qualunque altro numero per espri- 
mere la circoiifcrenza , si prescelse quello, che in un ris^rctto pe- 
riodo di cifre conteneva il più ili divisori esatti , di modo tale, 
che si poteva ottenere espresso pci un intero la metà , la terza , 
Ja quarta , la quinta ^ la sesta , 1’ ottava , la nona , la decima , 
la duodecima , la quindii.-csima , e fin la diciottesima parte della 
circonferenza; il che molto era importante per la costruzione del 



(*) Vi c chi ha coBf citurato che la divisione della cirronrrreiiza in 3Go 
parti aia derivata dall' «sacrai diviso il raggio eh' c uguale atta aolleaa del- 
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éanòne, cioè per la fissazione de’ valori delle lince rette trigono-* , 
metriche, come tra' poco vedeemo (*). 

3. Suddivisero inoltre ogni grado in fio 'parli , a ciascuna 
dc'le quali diedero il nome di minuto primo ; j ercliè diiamaiouo 
secondi quelle altre fio pafti in cui su|iposero diviso ogni minit-» 
to primo, e cosi supposero diviso il minuto secondo in fio teizi, 
ed ulteriormcn'e. La ragione per la ijuale adottarono di pretereu*- 
za àgli altri (Jncsto numero fio fu la stessa della poc'anzi asse- 
gnala per la dirisiòiie della circonf>TCn/a. 

4- Ad indicare i gradi, i minuti primi, i secondi, ec. so- 
gliono i Trlgonometri servisi del o°, \ ", cc. nel modo sc.uen- 
tc , cosi per esprimere un arco o un angolo di 55 gradi , a3 
minuti [rimi, c 44 secondi, scrivoiro 55** oti' 44”- ‘ 

■ ‘ 5. Qiii-sta comodissima ripartizione della circonf. ronza ha 
fVulo luogo , Con pieno effetto per gli Usi a cui era destinata , 
da’ tempi più remoti della Trigonometria fino a noi , ed ha aii- 
cor luogo; se non che è da notare, che il Keill nell’lntroduzioiie 
alla sua 'rrigonomcfiia di passaggio disse, che taluni, indicando 
cosi il Vieta ed altri , avrebbero voluto che il grado si fosse di- 
viso in parti centesime piuttosto che sessagesime , e 1 aggiugendo- 
vi per parte sua , che forse sarebbe stato utile di dividere il gra- 
do e la circonferenza in ragion 'decupla (*); ed il TrijOiioraetii 



la sesta parte delta circonferenza corrlspoiidcii le in Go parli ; ma attera la 
nostra Opinione varrà a spiegare pirchè siasi diviso II raggio ih (ih jaiti 
piuttosto che in altro minierò Alcuni altri hanno congetturalo clic ijuclia 
divUtouc della cìrconrcrcnza avesse avuto luogo dall’ antica roniposizione 
dell anno in 3So giorni, donde avveiiiva che la circonferenza di II' ectilli- 
ca restava naturalmente divisa in 36o parti uguali, ciascuna currispoiulciite 
ad uu giorno. Mi una tal siipposizieue fa dipuiicip assoUitjmcntc dall'aEzaf 
do una ricerca che ucc^.òsariainuite doveva ùticiri-sarc g!i usi u.'tei Ìoi i a' qua** 
li tal divisione della ciriooft.reiiza doveva esser dc&tiuata , e poi nuli ispit-' 
ghercbliesi il perchè siass ogni grado suddiviso •csi'igL'»imalmt:iUe , c od 
luodo stesso il raggio del cenhio. 

(“) ^Uidam ffVadum tu pnrtes centesìmas , potius quetn sexa^r^stnnti 
par//M yolufit : et uttlius /orlaste etset, nvn untaus, sed et tptuin circu' 
lum in decupla vallone fecari , ijuae divismo Jbr*un aiit^uundo oilintijtt. 
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Francesi ultimamente hanno ciò mandato ad eflfetto*, costruendo 
delle Tavole in cui la circonferenza supponcsi divisa in 4 ch) gra- 
di , e ciascun grado in loo minuti. Noi però riterremo per la 
costruzione. del canone , che qui appresso esporremo l’antica divi- 
sione, e sarò poi facile il ravvisar^, come possa eifettuarsi tal co- 
struzione servendosi della nuova divisione. Per altro riesce lo stes- 
so il servirsi per gli usi pratici di Trigonometria delle unc , o 
delle altre Tavole , nè il maneggio delle une merita alcuna pre- 
ferenza o^ni qiul volta le Tavole si abbiano già , come tante vs 
ne sono esattissime , belle e costruite j c può poi anche farsi uso 
delle tavole decimali nc' casi che gli angoli si sicno misurati in 
gradi per l' antica divisione , o al contrario , non essendovi biso- 
gno che di una semplicissima riduzione. 

Intanto per metter tutto il rigore geometrico che si conviene 
sci sistema esposto per la misura de;4i angoli per gli archi di 
«crchio , stabiliremo i due seguenti Teoremi. 

PROPOSIZIONE I. 

T B O a E M n. 

, 6 . Tutti gli archi di cerchio descritti tra i lati 

di mi angolo , preso per centro il suo vertice , conten- 
gono lo stesso numero di gradi e minuti . 

Sia r angolo BCR [ fig. i . ] , e tra i suoi lati sicno dc- 
•critti co’ rag^i CB , Ci , e col medesimo centro C gli archi 
circolari BU , ir, e di più sicn completati i quadranti BAC , 
irtC ; starà l'angiilo BCR all' angolo BGA , come l'arco BR all’ 
altro BA [ 33. VI. j. E similmente 1’ angolo iCr sta all’ altro 
iCa , come 1’ arco ir all’ arco ba. Ma 1 angolo BCR sta all al- 
tro BCA , come l’angolo iCr aU'altro iCn; adunque sarà pure 
r arco BB r ' ’ arco BA , come 1’ arco ir all’ arco ha ; cioè il 
numero de’ gradi c minuti di Bit starà a r)o° , come il numero 
de’ gi'adi c mimili di ir a 90®. Laonde gli archi BR , ir do- 
vranno essere delio slessa numero di gi’adi c minuti. — CsB.D, 
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COBOLLARIO. 

Da ciò si vede , clic qualunque sia il laggio di un cerchio, 
i invariabile quel numcru, di' esprime in gradi c minuti il valor» 
di un angolo , eh’ è al centro di esso. 

PROPOSIZIONE II. 

T K O B E M a. 

8. Due angoli disuguali posti a’ centri di due 
suguali cerchi , sono tra loro in ragion composta da 
quella degli archi che gli sottendono, c dall’ inversa 
de’ raggi dc’cerchi. 

Sieno i due angoli ECS , òCr [ fg. 2. ] posti a' centri di 
due cerchi , clic abbiano disuguali i raggi CB , Cò , e che si 
suppongano descritti diuturno al comune centro C. È manifesta 
che l’angolo BCS stia all’ altro BCR, come l’arco BS all’arco 
BR. Ma è poi BS a BR in ragion composta di BS : òr, e di 
br a BR , o sn di BS ^ br , e di Gò a CB. Adunque starà 
pure r angolo BCS all’ altro BCR , cioi à b' r, in ragion com-* 
posta dalla ragion degli archi BS, br che gli sottendono, c dal- 
la reciproca de’ raggi Cb , CB di quc’cerclii dintorno a cui centri 
essi sono posti. — C.B.D 
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CAPITOLO II. 

Della katcra delle quantità' ci&colam , 

B DEL LORO RAPPORTO. 



g. Def. I ■ Compkai nla di un arco è la dilTcrenza di es- 
lo dal r|iiadrantc. 

' E Supplemento di un arco è la differenza di esso dalla se- 
micirconferenza. 

Cosi r arco di 3o® ticn per complemento quello di e’I 
complemento di Go" è 1' arco di 3o”. 

E r arco di i So" è il supplemento di quello di 3o®. 

10. II. Seno di un arco i la perjiciidicolarc , che si 
abbassa da un suo estremo sul raggio , che passi per l’altro estre- 
mo. Questo seno suol dii-si icno retto , o seno primo 

1 1 . Cor. I . Il seno d' un arco è lo stesso di quello del di 
lui supplemento. 

la. Cor. a. Prolungandosi il seno di un arco fino ad in- 
contrare un'altra volta la circonferenza è cliiaro , che si otterrà 
la corda dell’ arco doppio del dato ; che perciò si vede, che ; Il 
seno di un arco è la metà della corda dell orco doppio. 

i3. Def. III. Tangente d' un arco è quella retta , che il 
tocca in un suo estremo , e si distende insino al raggio prodot- 
tovi per r altro estremo. 

i.^. Def. IV. E tal raggio prodotto insino alla tangente di 
un arco, si diràdi lui segante. , 

15. Def. V. Coseno di un orco è il seno del di lui com- 
plemento. E C'Jongente di un arca è la tangente del di lui 
complemento. E si dirà Cosegante di un arco la segante del 
complemento di esso. 

16. Def. VI. Scnoi’crso di un arco è quella parte del dia- 
mcti'O intcspusla ti'a un eslrciuo dell’arco sicsso e ’l suo seno 
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retto ; ed esso risulta , come si vede , dal prendersi la differenza 
fra il raggio eJ il coseno delj’arco. 

Il scnoverso suol chiamarsi anche saetta , colla qual voce il 
designarono i Trigonometri antichi. 

ly. Scoi. Per illustrare le precedenti definizioni , ad un 
punto qualunque M i j del quadrante AMD si conduca 

il raggio C M , che si produca verso T. Ed ahhassafe dal detto 
punto le perpendicolari MP , MQ su i raggi zVC , CD , si tiri- 
no agli estremi A , D del quadrante le tangenti AT , DS , die 
incontrino in T , S il raggio 

Sar.'i MI* il seno dell’ arco MA , AT ne sarà la tangente , 
e CT la segante. Inoltre le linee rette MQ , DS , CS si diran 
coseno, cotangente, e coseganle del detto arco AM rispettiva- 
mente ; poiclic tali lince rette sono il seno , la tangente , e I» 
segante dell’ arco MD , eh’ è il complemento di AM. E final- 
mente la PA sarà iEscnovereo del proposto arco z\M. 

l8. Le quantità descritte nelle definizioni dal n" io fino al 
i6 sono quelle che si sono dette ijiiantità circo/ari ; ed esse chia- 
roansi anche lince rette Irigonomclrickc , perchè è per loro mez- 
zo che si perviene alla risoluzione de’ triangoli , oggetto della 
Trigonometria , come vedremo a. suo luogo. 

i(). Le suddette lince rette trigonometriche hanno tra loro 
il rapporto che ora passeremo a rilevare. 

Per la similitudine de’ triangoli TAC, MPC sta AT ad 
AC, come MP a PC ; cioè : la tangente dell' arco AM al 
raggio , come il seno dello stesso arco al suo coseno. Ed es- 
sendo parimente CT a CA , come CM a CP 5 starà la segante 
di un arco al raggio , come il raggio al coseno. Finalmente , 
prr la simiglianza de’ triangoli CAT , CDS , dee stare TA ad 
AC , come CD a DS , cioè ; il raggio dee esser medio pro~ 
porz'onalc Ira la tangente , c la cotangente di un arco. 

Ed indicando per b un qualuuqiic arco , e pei R il raggi» 
del cerchio cui si appartiene , della qual lettera ei serviremo sem- 
pre in appresso per di notare un raggio indeterminato di cerchio , 
se uc rileveranno per le sue oltre linee trigonometriche espresse nd 
s*uo c coseno le seguenti «quazioui . cioè 
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Ung. ^ = 
seg. «p =: 



XLEXISTl 

i?.spn.p 

COS.9 

R* 

cos. f 



R* ^.cos.^ 

tang. 9 s«;q. 9 

tcn. 

K da c»e si vedrà poi essere 

taiig. : cot. 9 : : sen.* cos.* ^ (*). 

Ed altri rapporti si potranno anche per esercizio rilevar £acilmen'< 
te tra le sopraindicate linee trigonometriche. 



cot. 9 = 
coseg. ^ — 



(•) L' «sprtssien* “n »«*>•" © 1 o?'* a'*ra analoga, dinota il qua- 

drato o la potenza n del seno dell' arco © , o dell* altra linea trigonome- 
fica alla quale ai preC^ge 1' esponente. i:.d esse sono equivalenti alle altre 
( acn. © )* I ( aeu. 0 )" , ec. 
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CAPITOLO III. 






Db* SFGKI CRE IPFARTEHSONSl ALLE LINEE TniSnifOMETRICHE Be’ 
QUATTRO LIVERSl QUADRANTI DEL CERCHIO , E DE* VALORI Ch'e|« 
tE HANNO NEGLI EATHEMl DI QGEATI. 



20 . Nel cerchio ADBE [ fig. 3. ] si tirino due diametri 
AB , DE perpendicolari tra loro , e gli ardii dell'intera circon- 
ferenza s’ incomincino a contare nel quadrante AD da D verso 
A ; è chiaro , che di un qualunque arco DM minore del qua- 
drante DA , ne sia MP o CQ il coseno , DQ il seno verso. Ciò 
posto la MP perpendicolare al diametro AB prolunghisi in m ; 
si vedrà che 1' altro arco DAm supplemento di DM abbia per 
suo coseno la »iP , o , uguale a CQ , e per scnoverso 
la Dq. E perchè il coseno Cq dee essere quanto la difièrenza 
del raggio CD e del senovereo D^ [ i6. ] ; perciò una tal 
Cq dovrà risultar negativa. Vale a dire, che: un ano minore 
del quadrante, e ’/ suo supplemento hanno lo stesso coseno^ 
ma questo è positivo per lo primo , negativo per f altro. Si 
abbassi ora da m la mqm' perpendicolare alla DE, si vedrà, ch« 
r arco DAE/n' minore di tre quadranti , e maggiore di due ab- 
bia per suo cousenu m'p , o sia Cq , cioè Io stesso di quello 
dell’ arco DAm , o anche quello di DM, o Em', preso negati- 
vamente ; cioè ; un tal arco avrà per coseno quello del suo ec- 
cedo sidla Kmicirconjerenza , preso negativamente. 

f inalmente da m' tirisi al diametro AB la perpendicola- 
re m'p^V , sarà il coseno dell’ arco DAELM' , cd esso 
pareggerà QC coseno di MD , o di DM'; ossia un arco mag-. 
gioie di tre quadranti , e minore della circonferenza avrà per 
suo coseno quello stesso che si appartiene aW arco eh' è il com-' 
pimento alt intera circonferenza. 

£ dalle cose ^nora dette iu questo numero sì rileva ) clic r 
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II coseno di un qualuntjue ano di un quadrante sia anche co- 
seno del suo suppUmenlo ; lo sia inoltre della semirirconfcren- 
ta accresciuta di esso \ e Jimilmcnte della circonlcrcnza mino- 
rata di esso : per lo secondo c terzo ■ de' suddetti archi però, 
Usognerà prenderlo negativamente. Cioò inJicatido por quell’ 
arco, per n il sua coseno , e per v un quadrante , sarà 

COI. i;» =r cos. ( 4 *" — ?)= " 

e cos. (a ir — ? ) =: cos. ( a ir ^ )= — n 

ai. Premesse le considerazioni su i coseni degli ardii deH'in- 
lera circonferenza , sari facile il passar da esse a quelle de' seni 
per gli sussi. S’ iacoaii.K'iiio in falli tali ardii a coniare non 
più da D verso A , ma al contrario da A v<-rso D-, è diiaro clic 
QC coseno dell’arco DM, c dell’altro DAEAM' , sarà seno 
dell’ arco AM , o pure di AD.M', dio sono supplementi 1 ’ uno 
dell’ al Irò. Similmente t'q coseno dell' arco DA/n , c dell’ altro 
DAEm', sarà seno dell’ arco ADB»/, o pure delI’aUro ADl’Em, 
il primo de’ quali eccede la semicirconferenza per 1 ’ arco Bm' = 
A.M , e l’altro manca dalla circonferenza per l’arco Km uguale 
allo stesso AM. Adunque i due indicati ardii , l’ uno maggiore 
della semicirconferenza, e minore di tre quadranti, l’altro maggio- 
re di tre quadranti, c minore di quattro, hanno i loro seni nega- 
tivi, e ciascuno quanto quello di un arco minore del quadrante. 
Dalle cose finora esposte in ciucsto numero si rileva, clic ; Il se- 
na di un arco minore del quadrante , è anche seno del suo 
supplemento -, della semicirconferenza (\ccresciula di esso , e del- 
la circonferenza minorala dallo stesso ; ma per questi due ul- 
timi archi dee esser preso negalivamcntc. Cioè servendosi del- 
le stesse indicazioni di poc’ anzi per gli archi , ed indica.ido con 
m il seno dell'arco 9, sarà 

scn. 9 • • • • • — ( 2 — 9 ) — 

scn. ( a ■:•-[- 9 ) = scn. { H sr — 9 ) = — m 

22. Or siccome le altre linee trigouomctriclie si derivano da 
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quf'ste , e dal raggio del cerchio , p<;r mezzo delle analogie reca- 
te nel n.° ig , è perciò facile ad intendersi , clic : Le linee tri- 
gonometriche di un ifualun.jue arco minore del ijuadrante deb- 
bano ajipartenersi anche al suo supplemento ; ad un arco che 
risulta dult aggiugncrc al proposto la scmii ircoì^erenza ; /inni- 
mente a quello , che si ottiene togliendolo dalla circonferenza. 
E sari lacil cosa il vedere quali segni dchhano tali linee lri;;ono« 
metriche avere- in ciascuno di questi altri tre casi, col tenersi 
conto de’ segni de’ seni e coseni corrispondenti. 

a3. Adunque una volta che siensi esibite le linee trigono- 
metriche per tutti gli archi di un quadrante , si sapranno anche 
quelle per lutti gli archi dell’ intera circonf reii/.a ; il e'. e è suf- 
ficientissimo per gli usi ordinar] della Trigoiioinelria , della Geo- 
grafìa , e dell' Astrunoinia ; c solamente liisogm-ri far attenzione 
al segno che convicn dare ad esse. Ed è per questa ragione, che 
le Tavole Trigonometriche non contengono, clic solamente le e- 
prcssioni di tali lince per gli archi del quadr.;;:tc. 

aj. E volendo poi esicndere un poco le precedi nli conside- 
razioni , sarà facile il rilevare, clic le lince trigonoraetiiche di 
‘quegli archi , che risultano dal sommare ad una , due o più cir- 
coiitcrenzc un arco qualunque di essa , sicno le s'esse di quelle 
di un tal areo aggio lo. Cosi che dinotando con ir la cireuii- 
iercuza di ou cerchio , c con ^ uu suo arco qualunque , sia 

*cii. ( « c -f 9 ) = sen. 9 
cos. ( « ■X 9 ) = cos. 9 

c similmente per le altre linee trigonometriche. 

a5. Finalmente convicn qui far anclie notare quali sieno i 
valori delle lince trigonometriche nc_li estremi de'qiiaftro quadranti. 

Dalle dclioì/iuni ii. iii. c iv. si ricava evidentemente, 
che nel punto A dal quale s’ incomincìauo a computar gli archi 
della circonferenza ADBE, il qual punto viene iu licalo da o” , 
sia o il seno c la tangente, e che la segante sia espressa dal 
la gio CA ; e poiché il complemento di un arco o“ è go“, cioè 
U quadrante AD , il cui seno è il raggio DC , il maggior di 
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tutti i seni , detto perciò massimo-, quindi si vede , che il co- 
seno deir arco o° d< bha essere generalmente espresso da R. 

Inoltre dalle medesime detiiii/.ioni si rileva, che il coseno del 
quadrante AD sia o , e che la tangente e la segante sicno in- 
finite; poiché la AT ed il raggio CD non posson mai incon- 
trarsi , essendo parallele. Nell' altro esticmo B della semicircon- 
ferenza ADB ritorna ad esser o il seno , e la tangente ; e il co- 
seno dovendo esser quello stesso dell’arco o® supplemento di iRo®, 
preso però negativamente, sarà quindi espresso da — ( B , o sia 
— A : ed anche — A sarà la segante , come si rileva facilmen- 
te dalla seconda analogia del a.** 19. 

Alla fine de’ tre quadranti, cioè nel punto E, il coseno di- 
viene o , il seno è CE preso negativamente , cioè — A , come 
facilmente si vede ; e la tangente c la segante si fanno di nuovo 
infinite , per la stessa ragione delta di sopra : il loro segno sarà 
però quello, che gli viene dal tener conto del segno del seno e 
del coseno di un tal arco. Finalmente all’ estremo A di quattro 
quadranti , 0 dell’ intera circoufcrcnza ADBEA , divicn nuova- 
mente o il seno ; ed il coseuo , e la segante si fanno quanto CA, 
cioè A ; e quindi la tangente è anche o. 

26. 1 remesse le cose dette nc’ due numeri ' precedenti , ecco 
per ajuto della memoria la seguente 

TAVOLA 

De’ sechi delle pniHCirALi lihee TRi&ONOXETMcnE 
he’ quattro QuADRAHTI. 

Dopa 
Uopo 
Dopo 
Dopo 



Arco 

o® 

• • • o® Jino a Qo® 

90® 

• • f)‘ ** a 1 80® 

j8o® 

• • 1^0° Jino a 270° 

270“ 

• . fino a dCo® 

36 o® 



Seno 


Coseno 


Tang, 




+ A 


-h 0 


+ 


+ 


+ 




+ « 




+ 


— 


— 


+ 0 


— A 


— 0 


— 


— 


+ 




— 0 


+ « 


— 


+ 


— 0 


+ 


~ 0 
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37 . Il MDO di un arco , la di lui tangente, la segante, il 
coseno, la contangente e la cosegante , sono le linee trigonome- 
triche adottate da’ Geometri per la risoluzione del triangolo. E le 
linee trigonometrie lie dell’ arco AM appartengono eziandio all’an- 
golo ACM , di cui quello è misura. 

a 8 . Or le suddette linee trigonometriche , non essendo io 
effetto grandezze geometriche , come par che indicliino le deGni- 
lioni quassù rapportate por esse , ma hensi numeri , possono per- 
ciò modificarsi nella seguente convenevol forma. Cioè , prendendo 
il raggio per 1 ’ unità delle linee trigonometriche , come costumasi 
di fare. ' 

Il seno dell’ arco AM è il valor numerico , che tiene .la per- 
pendicolare abbassata da un suo estremo sul raggio , che passi 
per r altro : la tangente di un arco è il rapporto del seno al co- 
•eno di esso j e la segante è quanto l’ unità divisa pel coseno : 
cioè , ■ i 



sen.A I 



cotang. ^ = cos.(j> 
scn.^ 



coscg.^= • 



Dalla prima e terza delle quali equazioni si rileva che la 
tangente e cotangente trigonometrica tabulare di un arco siano D 
una inversa dell’ altra ; sicché se il valor di una sia espresso dal 

numero n , quello dell’altra lo sarà da — 



PROPOSIZIONE III. 
teorema. 

ag. Le linee trigonometriche di due archi della 
• stesso miincro di gradi c minuti , presi in cerchi diver- 
si , .sono proporzionali a’ raggi de’ cerchi. 

Intorno al centro C i. ]si descrivano co’ raggi CB , 
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Ch i qn''(Jranli rirrolari ^ERA, hra, e poi tirisi 'il raggio 
tRr; è maiiiicsìo die i chic ardii BIl , br sottcìHlendò lo Stesso 
angolo ili C , (Iclihano essere dello stesso numero di gradi , c mi- 
nuti [ 6.' ]. Cici premesso si tirino tutte le linee Irigonomctridic 
di tali ardii; è diiaro die i triangoli ( RN , CE» sono simili 
tra loro, die perciò le li IV , rn , e le CN , ('« sono proporzio- 
nali ai raggi CB , cb : cj essendo CB : Cb : : CN ; < « ; sarà 
permutando , convertendo , c di nuovo permutando ( B : Cb : : 
EN : bn. Essendo poi simili gli altri triangoli CBD , CW , sta 
EC : bC, : ; Bl) ; bd ; ; CD : Cd . Si è dunque dimostrato, che 
le (iiiee trigonomclridic deH'siXi'co BR , c quelle dell' altro br so- 
no proporzionali a’ raggi CB , Cb. — C.B.D. 

' Corollahio. 

3o. Quindi quel numero , di' esprime le lince trigonoltic- 
triclie in un dato cerdiio , per un arco determinalo , e per lo 
raggio diviso in un dato numero di parti , rapprescntcìà anche le 
lince triàonomctriclie di un arco dello stesso iiumr-o di gradi c 
minuti in un altro cerdiio ; purché il raggio si supponga diviso 
similmente al primo. Ed è poi chiaro , rhe essendosi supposto 
uguale ad i il raggio trigonometrico delle Tavole, si avrà il va- 
har di una linea trigonometrica per un qualsivoglia arco di cerchio il 
cui raggio sia dinotato dal numero II , molhplicaiido per questo 
jiumcro il valor trigonomeirico di tal linea nelle Tavole. 
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CAPITOLO IV. 

Del catsore tricoromf.trico , e fella aiariera di costrttirlo , 

SERVENDOSI DI rRINCIPJ RICAVATI DALLA GEOMETRIA ELL.MENXARX. 




_3i. Dee. vii. Canone fri fonometrico è una tavola, ove 
a ciascun creo minore del quadrante , ed espresso ne’ suoi gradi 
« minuti , as.rivoiisi i valori numerici delle linee rette trigonomc- 
triclie . elle gli a]q.arteiigono , presovi per unità il raggio . Cu 
tal registro di linee rette trigouometriclie , diecsi val^armcute Ta~ 
vola de' seni. 

3a. Cor. Dividendosi ogni grado in 6o', il quadrante, cli’é 
di 90°, sarà di 5 {00'. Laonde saran pure 54 oo quegli archi 
minori del quadrante, che vudau succcssivamcute crescendo dì uu 
niJnuto. 

Nella tavola de’ seni', il primo arco cui appongonsi le sue 
linee trigonometriche , è di i®. Il secondo è di 2° ; e cosi suc- 
cessivamente per 5400 termini , 1 ’ ultimo de’ quali è di 90®. È 
per evitare i fratti nel computo di ciascuna linea trigonometrica, 
il raggio , eh’ crasi preso per 1’ unità , s’ intende diviso in 
10000000 , o più parti decimali. E ciascuna di dette linee ve- 
drassi espressa nel solo numeratore di un fratto decimale, cui sot- 
tintcndesi il denominatore 10000000,0 l’altro di siffatti numeri ia 
cui si sarà supposto diviso il raggio. 

33 . ScoL. 11 canone trigonom'liico riduccsi a risolvere il se- 
guente generai problema; Dato il rapporto numerico di un arco 
al quadrante , ritrovare il rapporto che scròi al raggio ciascu~ 
na linea trigonometrica di esso arco. 

La costruzione di questo- canone , dagli antichi cscgiiìvasi 
con operazioni aritmetiche a certe grandezze geometriche applica- 
te e da’ moderni si suole anche da alcune analitiche espressioni 
rilevare. Esso suol distinguersi in lineare , o naturale 3 ed urii/i- 
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oiò/e o logiiritmìco. U lineare ò il già definito. E ’l logarìtmica 
nibitce i logaritmi volgari delle linee rette trigonometriche , co- 
me nelle comuni tavole de' seni si osserva. 

LEMMA. 

54 . Se sono date T espressioni numericlie di dne 
lati di un triangolo rettangolo , sarà anche data quctla 
del rimanente lato. £ ciò sorento ottiensi per approssi- 
mazione. 

Cas, I. Suppon::ansi datii valori de’cateti RN,NC J 

del triangoljj RNC rettangolo in N ; sarà la somma de’ quadrati 
di questi due valori , o di questi due numeri , uguale al quadra- 
to di quel numero, che u’ esprimerebbe 1’ ipotenusa RC. Adun- 
que la radice qu idrata della somma dell' espressioni dc'due cate- 
ti NR , NC sarà l’ espressione deli' ipotenusa RC. Che se la li- 
nea retta RC sia incommensurabile alle ilN , NC , come il più 
delle volte avviene, ran 2 ÌJetta radice non potrà aversi esattamen- 
te , ma per approssimazione , c tal ne sarà il valore dell' ipote- 
nusa RC. 

Cas. 2 . Se diasi in numeri l'ipotcnusa CR , e’I cateto 
NR , l'altro cateto NC sarà espresso dalla radice della differen- 
za del quadrato dell' ipotenusa CR , c di quello del cateto RN. 
Lo che si dimostra, come nel precedente caso. 

PROPOSIZIONE IV. 

T E 0 R E 11 i. . 

35. Il coseno di un arco è la radice della dilTe- 
renza del quadrato del raggio , e del quadrato del seno 
di esso arco. 

L' arco RB [ 4- ] lien per seno il valor numeilco dd- 
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Jà perpendicolare RN calata dal su<~ . sul raggio CB , 

che passa per l' altro estremo 11 , stesso arco ha per 

coseno il valore numerico del' .ila sua uguale NC. 

Di più il raggio trigOMomclri- . . ò posto uguale ad r, 

Duii(|i:c dalle date espressioni dell’ i|>oteiiusa IIC , e del cateto 
RN del triangolo rettangolo RNC , die sono il raggio, e ’l se- 
no dell’arco RII, si avrà , |ier lo teorema precedente, il Valore 
dell’ altro cateto CN , cioè del coseno dell’ arco RB ; ed ei sarà 
la radice della difTcrcn^a de’ <|uadrati del raggio c del seno di 
esso arco. — C.IÌ.D. 

'Mi. Scoi. Il’ arco RB sia <Ii do®; il suo comjdcmcnto RA 
di 60" nc sarà dojijiio : c la corda RA di (jutsJo , eh' è il lato 
dcircsagono , e |>crciò ugnale al raggio AC , che supponesi i. , 
dovendo r sserc il doppio del seno RN dell’ arco RB [ 12. ], sa- 
rà quiitdi sen. 3 o° = '/a j e per conseguenza RM o NC , cioè 



1.60® 



o pure cos 



.30’^= V(‘— = \'3. 



PROPOSIZIONE Y. 

I 

T E O n E J€ A. 

. S7. Se nella circonferenza di un cerchio prcndan- 

si ovunque due archi contijjiii ed uguali, c da un pun- 
to della medesima circonferenza cadano tre linee rette 
Qgli estremi loro ;• sarà la coi da di uno di essi archi a 
quella deir arco doppio , come la media di coleste inci- 
denti alla somma delle incidenti estreme , o alla loro 
differenza , sctondochè quel punto stia fuori de’due archi 
uguali , o si ritrovi in uno di essi. 



Vale a dire, se EF, FG \ ,fig- 5 . e 6. J sieno qucMue 
archi uguali , e dal punto A della cii conferenza cadano agli e- 
stremi loro le Ire linee rette AE , AF , AG , sarà 
EF : EG V. AF -, AG + AE. 

Ove il segno -j- nell’ ultimo termine vale per- la Jìg. S 
« ’l — per la t). 

a 
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Cas, 1 Per lo quadrilatero AGFE [ _fig- 5. ] inscritto nel 
proposto ccrcliio dee essere AF xEG=AGxEF-l-AExFG[D.VI] 
■e=EF( AG AE ) , essendo EF=FG. Adunque sarà 

EF : EG AF : AG + ^VE 

Cas.i. Similmente a cagion del quadrilatero GFAE [ 6. "J 

inscritto nel cerchio EAGF , è pure AGxEF = AExFG -|- 
AFxEG ; cioè EF (AG — AE) = AFxEG. Adunque dovrà 
essere 

EF ; EG :: AF ; AG — AE. 

E perciò se nella circonferenza cc. — C. £. D. 

Corollàrio I. 

38. Per r estremo E [ fig. 5 c 6 ] dell’ arco EF tirisi il 
diametro ER , e gluiigansi le altre due rette FI , FR ( I è 
il centro ). Saranno simili i due triangoli isosceli EGF , FRI, 
per avere uguali i due angoli FGE , l’RE fatti in una mede- 
sima porzione di cerchio. Onde starà 

EF ; EG ; ; FI : FR. 

Corollàrio II. 

39 . E, paragonando quest' analogìa colle ultime de' Casi i . e 
3 . del proposto Teorema , si avrà anche 

FI : FR : : AF : AG + AE , 

Cioè : L'incidente a quel punto medio dee stare alla somma o 
alla differenza di quelle due altre incidenti , come il raggio 
del cerchio alla corda del supplemento di uno di que' due archi- 
uguali. 
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PROPOSIZIONE VI. 

T E O R E U À. 

I\o. Dall’ estremo A [ fig. 7. ] del diametl-o AlJ 
del cerchio ALHF si troiicliiao succesiivaineufe gli u- 
giiaii archi AB, BC, CD, DE, EF, FG, e<?., qiialutujue 
sia il numero di essi , o la grandezza di ciascheduno ; 
e poi da quell’ estremo a’ punti delle divisioni B , C , 
D, E, F, G, ec. si tirino altrettante rette AB, AC, AD 
A E, AF, AG, ec. Dico esser ciascuna di quelle coixle 
alla somma di cpielle due che le sono jirossimamente 
vicine da una parte e dall’ altra , come il raggio del 
detto cerchio alla corda del supplemento di uno di que- 
gli archi uguali. 

Cioè per qualunque punto F di tal divisione dee stare 
AF ; AG + AE :: BI ; BH 

Dim. 11 presente teorema ritrovasi già dimostrato nel Cor.lt 
della Proposi/ione precedeule. 

‘ Corollàrio. 

4i. Supponendo il raggio sarà 

AF : AG + AE : : 1 : BH 

e quindi 

AF X BH = AG -f. AE 

ovvero 

AG = AF X BH — AÉ. 

Cioè ; Ciascuna delle corde dC, dD, dE, dF, dC, ec. sa^ 
rà uguale al prodotto della sua precedente per la corda sup- 
tflttnentalc BH , diminuito della corda antiprecedente , 
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4 a. E Iraducendo questa enunciazione in espressione trigono* 
metrica , col sostituir* alle corde il doppio seno della metà dcl- 
r arco contermine , ed alla corda suppicmentale BH il doppio 
coseno della metà del primo arco AB, il quale dinoto ora con 
ao , e perciò con 4 ? > , cc. gli altri che corrispondono 

alle corde AD, AE ec. , e finalmente dividendo per a le equa- 
sioni risultanti ; si avrà , incominciando dalla corda AC- 

sen.a^ = a.scn. cos.^ 
s»n. 3 ^ = a.sen.af cos.9 
scn .49 = a.sen.39 COS.9 
ec. 

Scolio. 

43. E se dall’altro estremo H di quel diametro AH con* 
dncansi a' medesimi punti delle divisioni C , D, E, F, G, re. le 
altre corde HC, HI), HE, HF, HG, cc ; é chiaro , che debba 
anche essere ' 

m : BH ; : HF ; IlE-f HG 

Cioò : Tl rai^gi'o del cerchio alla corda supplcmcntalc BH, co- 
me ciascuna di (jitclìe altre corde alla somma di quelle due, 
che le sano prossimamente citine da una parte e dall altra. 

4 ). E supponendo anche in questo caso il rag;;io , cioè 
Cirri , si troverà, come nel Cor. al n®. 4*5 cl*<^ • Ciaseuna di 
queste corde supjdementali, è quanto il prodotto di quella BH 
nella sua precedente , diminuito della corda anteprecedente. 
Cioè , dando a quelle corde i valori trigonometrici che ad css* 
corrispondono in doppj coseni delle metà degli archi computati 
da A, agli estremi de’ quali sono esse rispettivamente tinte, e 
poi dividendo per a le equazioni risultanti , sarà per \e cord* 
HC, HD, HE, ec. 

cos.a? = a.cos.* 9 — i 
COS.39 = a.cos.a^ C0S.9 — cos. 9 
cos.49 — a. cos. 39 cos. 9 — cos. 39 
«c. 



— sen. 9 

— sen. a9 
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PROPOSIZIONE vir. 

* 

TEOREMA. 

45. II seno della somma di dne archi è quanto la 
comma de’due jiri'dutli , che si hanno moIti[)lìcando ■vi- 
cendevolmente il seno deir uno per lo coseno dtllaltru , 
posto il raggio uguale ad 1. 

E il seno della difTerenza di essi archi è quanto 
la differenza di que’ prodotti stessi. 

Sicno dinotati da ^ e. d gli archi proposti , de' quali 0 sia 
3 ma- giore , c ciascuno suppongasi niiiiurc del (juadraute. Nella 
circoufcrrnja.-/ABD del raggio 1 [ dal medesimo punto A, 

s'intendano presi gli archi AB, AD, l'un de' quali sia Adoppio 
dell' arco 9 , c 1 ' altro di 9 j c tirato per A il diametra Ali , 
giungaiisi le AB, BR, AD, DR, BI) : i chiaro , che la conia 
AB sia il doppio del seno della melìi dell' arco contermine AB , 
cioè quanto a.scn.9 , e che AD sia quanto a.sen.6. Siiniluientc 
le RB , RD saranno rispettivamente qnnulo ts.sen.( 90° — 9 ) o 
a.scn.( 90° — 6 ) , cioè quanto a.cos.9 e a.cos.^. 

Or per lo quadrilatero ABRD inscritto nel divisato cerchio, i 

BD X AR = AB X DR -p AD X RB 

ossia , prendendo la metà di ciascuna di queste rette , e poi pav 
sando da esse alle lince Iri^jonomelriche, che si è qiù sopra vedur 
to dinotarne , sarà 

scn. ( 9-j-fl ) = scn.9 cts.6 -P sen.6 cos. 9. 

Inoltre prendasi 1 ' arco Ad uguale ad AD , egiungansi pa- 
re le curde Ad, dB, dR, sarà di nuovo , pel quadrilatero ArIBBC. 
inscritto io quel cerchio , 

X AR = AB XR</ — X RC. 
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E ripiegando dalle metà di queste corde a' seni e coseni de> 
gli arclii 9 , 6 da esse rappresentati , si vedrà essere 
scn. ( 9 — 9 ) = sen.9 cos.fl — sen.6cos.9- 
E perciò il seno della somma di due archi , ec. — C.B.D, 

CoROLLiRIO I. 

40. Se l'arco 6 fosse uguale all' altro 9 , l' equazione di so- 
pra ritrovata per seii. (9-|-6) si trasmuterebbe , pel seuo dell’ arca 
doppio , nella seguente. 

scn.a9=asen.9 cos.9 
eh' è identica alla di già ritrovata nel $. 4^’ 

C0RO1.1.ARIO II. 

47. Suppongasi l'arco 9 di 60“ , e l'altro 6 non maggiore 
di 3 o“ -, e rillellendo che il coseno di Go°, cioò scn. do“ =: 

[3 '. i, le due forinole di sopra assegnate per sen.(9-{-6) e scn. (9 — 6) 
fi trasmuteranno nelle qui appresso , cioè 

sen.(()o“-Ì-6) = sen.Go® cos.6 '/asen.fr 
sen.(Go® — 6 ) =: sen. 60® cos .9 — '/a scn . 9 
e sottraendo la seconda di esse dalla prima , si avrà 
scn.(Go° 4 - 9 ) — sen. (Go® — 6) = sen. 9 
onde scn.(Go®-|-/.) =: scn. 9 -}- scn. (60® — 6) 

Adunque : Il seno di un arco maggiore di 6u" è quanto 
la somma di due seni , uno delT eccesso delV arco proposto su 
quello di Go® , c t altro della differenza ira V arco ' di 6q® e 
f eccesso poc' anzi detto. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA* 

48. II coseno della somma di due archi è quaiit* 
il prodotto de' coseni di essi ardii , toltone quello de'lo- 
ro seni. E’I coseno della diflerenza di due ardii pareg- 
gia la somma de’ prodotti poc' anzi detti. 

Sieno come nel Teor. precedeufe 6 e d [ _/fg. 9. ] gli ar- 
chi proposti, ed AB , AD i loio doppj presi nel cerchio del rag- 
gio I. Per gli estremi À, D del minor arco AD conducaiisi nel 
cerchio i diametri AR, DII ; e congiuntevi le corde AB , AD , 
BD, tirinsi le loro supplemcntali l’K, AH, BH. Sarà , pel qua- 
drilatero ABHR inscritto in questo cerchio, 

BH X AR = BR X AH — AB X RH 

E passando dalla metà di queste corde a' respettivi seni e coseni 
degli archi qi, 6, con osservare che 1 ’ arco Rii i uguale aH’aUro 
AD , sarà 

cos. =r cos. q cos. 6 — SCO. q scn. fl. 

Or preso 1 ' arco Ad = AD , similmente per gli estremi A , d di 
questo si conducano nel detto cerchio i diametri AR , dA , c si 
tirino benanche le corde degli archi AB , Ad , Bd , e quelle de’ 
supplementi loro. Sarà manifesto essere V arco RA uguale airallro 
Ad. E per lo quadrilatero ABRA inscritto nel divisato cerchia 
dovrà essere 

BA X AR = RB X AA 4- AB X RA. 

E passando dalle corde a’ seni ed a' coseni' di cui esse sono l 
doppj , sarà 

cos. ( q — 6 ) = cos. q cos. 6 -f- scn. q scn. 6 . 

Laonde il coseno della somma di due archi ee. — 
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CoEOLLARIO. 

49- Ponendo nella prima delle formole del presente Teor. 
^ = 0 , si avrà 

cos. =: cos.*9 — sen.*9. 

la qual formola pel coseno dell'arco doppio paragonata con quel' 
la che si ottenne nel $. 44- 

cos.’ 9 -f* 9 = * 

come fu dimostrato nel 5. 

SCOLIO 
Per le due precedenti Proposizioni. 

5 o. Sebbene le formole quassù recate pel seno c coseno di 
un arco , che sia la somma o la differenza di due dati , si tro- 
vino dimostrate nel caso, che ciascuno di questi archi sia minore 
del quadrante : esse però , per mezzo di quanto fu stabilito nel 
Cap. 111 . possonsi egualmente estendere a due archi qualunque , 
clic per le più generali considerazioni trigonometriche basterebbe 
che fossero rappresentati da 90® -|- 9 c 90 -j- 6. 

In effetto s' ineominci dal suppon'e , che un solo di questi 
archi sia 9o°-f9, e l'altro continui tuttavia ad esser 6 , sarà 
sen.(9o“-l-9)=cos.9 cos (9o”-.}-9) = — scn.9 , 
c seu. ( 9 o®-|- 9-1-6 ) =: + cos.( 9-j-fl ) 

( il segno -f- ha luogo quando 1' arco 9-f-fl è minore del qua- 
drante r altro — quando n’ i maggiore ). 

scn. ( go°-|-9 — 0 ) = cus ( 9 — 6) 

E sviluppando i secondi membri di queste due ultime equazioni , 
e poi sostituendo per cos. 9 e sen.9 le loro equivalenti espressio- 
ni poc’ anzi indicale si avrà 

Scn.(9o®-|-9-j-S)rr+[scn.(yo®-l-9)cos.0-|- scn.6cos.(yo®-l-9)J 
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*en.(9o“+(p — 6)=. . scn.(90°-J-^)cos.fl — sen.flco$.(9o°+<f) 
Cioè dinotando con » l’ arco 90* ? 1 *frà 

:cn (a+6) = + [ scn.» co*.d -|- cos.a ] 

scn.(* — 6 ) = . . . sen.x cos.O >— scn . 9 cos.» 
Similmente essendo 

cos.( 9o°-|-(f-ffl ) = — sen.( ) 

co8.( 9o°-|-(p — 6 ) = — seii.( — 0 ) 

facendo le stesse operazioni c sostituzioni di poc' anzi , si avrà fi- 
nalmente 

cos. ( a + 0 ) = . . . cos. a cos. 0 scn. a scn. 0 
Or suppongasi anclie l’altro arco divenirne go ^-{-0 , cjie di- 



noteremo per p , sarà pure scn. ( 90® -f 0 ) = cos. 0 , e 
cos. ( 90® -j- 0 ) = — sen. 0 . Ed è poi 

scn. [ ( 9 o»-|-(p)-l-( 9 o'’-|-e)]=stn.(i 8 o°-j.(f-l- 0 )= scn. ('f+fl) 

scn [ (go"-Hf )— (9o®-1-6) J = sen. ( 7 — 0 ) 

cos.. [ (90"+ 7)-f (90®+ 0) J =cos.(i 8 o°-f<? 46 )=:j:cos. (f+0) 



(sccoiulocLè l'arco è minore del quadrante, o pur maggiore). 

COI. [(90®+?)— (9o°- 1-6) ] = cos, (f — 0) 

Kelle quali quattro ultime equazioni, eseguendo gli sviluppi dc’se- 
condi membri di esse , e poi le sostituzioni invece di sen. (p , 
cos. Y > **•'■ ® » *'“*• ® delle loro equivalenti espressioni recate 
più sopra, si verranno ad avere i seni e coseni indicali ne' primi 
membri delle medesime , co’ loro projirj segni. 

E tal dimostrazione potrebbesi nel modo stesso continuare in 
appresso , sicché poi indicando con À , B due ardii qualunque , 
dovrà essere in generale. 

$en.( A + B ) = scn. A cos.B + scii.B cos. A 
cos.( A + B ) = cos. A cos.B ^ scn.z\ sen.B 
Avvertendo sempre, pcrebé i risnltamenti sieno adetti dal lo- 
ro proprio sepno , clic debbesi tener conto de’ segni clic appar- 
tengono a' seni c coseni di gli ardii dati. 
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PROPOSIZIONE IX. 

/ 

T B O R K M A. 

50. La tangente della somma di due archi è quan- 
to la somma delle tangenti di essi divisa pel raggio 
minorato del pradotto di quelle tangenti. 

£ la tangente della loro differenza è quanto la dif- 
ferenza delle tangenti di essi divisa pel raggio accre- 
sciuto del prodotto delle medesime tangenti. 

Estendo seii. ( ^-f-0 ) = tcn. ^ cos. 6-l-sen. 6 cos. 

» cos. ( ) = ces. ^ cos. 6 — scr. ^ sen. d 

dividendo l'una equazione per l'altra, e sostituendo al quoziente 
de' primi membri tang. ( ), si avrà 

, Sen. G cos. 9 4 - sen . 9 cos. S 

taug. ^ T 

cos.pcos.O — scn.fSeu .9 

£ dividendo il numeratore e denominatore di questo fratto per 
cos.^ cos. 9 , e sostituendo sempre al q’ioziente del seuo per I» 
coseno di un arco la tangente di questo , si avrà 

u„g, (^+9) = 

° ' I — tang. 9 X taiig.9 

ÌE similmente dalle formole esprimenti il seno e il coseno della 
differenza di due ardii si sarebbe ottenuto 

,»j. (a-9) = « 

O '•r 1 J taiig^ X tang.9 

Che perciò la tangente della somma di due archi, cc. — C.B.D. 
Corollario. 

51. Supponendo nell' espressione di tang. ( ^ 0 ), es«« 
f =0 , si avrà 

a. tane;.® 

tang. - 

cb' è l'espsessione della tangente dell' arco doppio» 
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PROPOSIZIONE X. 

PROBLEMA. 

5 a. Ritrovare il seno delP arco di i'. 

I poligoni regolari di i 6384 lati inirritlo e circonsrrìtto ad 
un cerchio del raggio i, con un approssimazione portala fino a i5 
cilie decimali, sono rispettivamente espressi da i, i 4 if>;yz 5 j 658 G 86 o 
e 3 , i 4 i 592692091 a 58 , come pur) rilevarsi nella matiiera pre- 
scritta nelle IVop. i e 2 della Mtsura del cercliio. ( Corso di 
Ccomelr. voi. ii, ). Ciò posto, siccome questi poligoni essendo 
simili sono propor;:iona!i a' quadrati delle perpeiidiculari , che dal 
centro del cerchio si abbassano sopra due loro dati , delle quali 
quella che cade sul lato del poligouo circonscritto b il raggio del 
cerchio ; perciò sarà 3,141592692091253 a 3 , 1 4 15920; 6586860, 
come il quaiirato del raggio al quadrato della perfiendicolare 
che cade dal centro sopra un lato del poligono inscritto. Quindi 
sc_, determinisi questo qur.rto proporzionale , e poi da esso si c- 
slragga la radice quadrata , si avrà tal perpendicolare in parti 
del raggio. Or perchè il poligono inscritto è uguale al rettangolo 
contenuto dal suo perimetro , c dalla metà della perpemlicolarc 
poc’anzi determinata; perciò se il numero 3 , 141592576086860 
si divida per 1' altro che dinota la metà della perpendicolare po- 
c'anzi ritrovata , il quoziente darà il perimetro di esso poligono 
( Nota allo fliis. del Ccrch.Prop. i. ), il quale si troverà e- 
presso da 6, 283185278837 '{uS. Ed in limil guisa, dividendo 
il numero ch'esprime il poligono circonscritto per '/a , cioè per I4 
metà del raggio , si determinerà il perimetro di quest' altro poli- 
gono , clic sarà 6, 283 1 85 384 18256. Laonde dividendo ciascun 
di questi due numeri per i 6384 , numero de’ lati di ciascuno di 
tali poligoni , i quozienti 0, ooo 383495 i , e o, ooo3834952 , i 
quali non diflerisconsi , che nella io <>u cifra decimale solamen- 
le , rappresenteranno ilue lati di essi. Adunque l’arco di cerchio, 
eh' è suttiyQ da un lato del poligono di iC 384 lati , ùiiTeiiscesi- 
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dalla sna corda per meno che del rancio ; e per 

* loooooooooo ' * 

conseguenza un tal arco e la sua corda , con un’ approssima- 
zione assai più che sulHciente per gli ordinar) usi trigonometrici , 
potranno prendersi per uguali. Ma quest' arco è precisamente di 
i' 19" 6 "' 5 "" 37'"" 3 o'"'", come può vedersi divi- 
dendo la circonferenza , e quindi 360° per metà , tante volte , 
quante se ne richiede per pervenire a i 638 | parti, cioò vol- 
te ( Prop. I mis. del cerch. ). Adunque con più ragione potrà 
supporsi , che si confonda colla corda contermine l’arco di i' ; 
e perciò potrà stabilirsi la seguente proporzione, l’arco 1', 19^^, 
6 '", S"" f ^y'"" , all’arco di i', come la corda di 

quello, cioè o, ooo3R3'{95i alla corda i' ; della quale presane 
la metà , si avrà il seno dell’ arco di mezzo minuto ; e da que- 
sto si dedurrà poi quello di 1' [ 4 I>- ]• — C. B. F, 

Corollario. 

53 . Nel prendere il valore del seno dell’arco di da quel- 
lo di mezzo minuto primo , cioè do"" , servendosi deircspressioue 
sen. 1' = 2. sen. 3 o" cos. 3 o" , è facile il vedere, che cos. 3 o" 
sia presso che uguale al raggio, cioè ad i ; che perciò sen. i' = 
». sen. 3 o". 

Vaie a dire , che si può a dirittura prendere per seno di 
la corda di quest’ .uco. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA, 

55. Esporre co’ principi precedenti 1’ effettiva for- 
mazione del Canone Trigonometrico. 

Per la Prop.prec. può ritrovarsi il valore numerico di sen i' . 
E supposto, come al solito, il raggio trigonometrico = r, 
per la Prc^. 4 - renderà noto cos. 1'. Inoltre per lo Cor, 1 
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^lla Prop. 7 si determini scii. a'. Ciò posto sarà , p?r lo Cor. 
della Prop. 6 , sostiloenclo a l’ arco di , e perciò a , 

3<f ec. quelli di a' , 3' tc. 

seti. 3'= a. cos. t' sen. a' — sen. 

sen./{'= a. cos. i' sen. 3' — sen. a' 

»cn 5'= a. cos. i' sen. 4' — sen 3' 

sen. 6'= a. cos. i' sen. 5' — sen. 

ec. 

Questa operarione , che potrebbe estendersi insino all’ arco di 
go®, cioè cfTetlUiindoIa per 54oo archi , che vadano successivamen- 
te crescendo di i°, si arresti all'arco di 6o” ; e poi per lo Co- 
roll. a. Prop. 7 , e con più agevoi calcolo si rinverranno 
sen. (60® -j- 1° ) = sen. ( Sg® .j- 5g' ) -j- sen. 1' 

sen. (60° .j- a® ) =scn. ( 5<j® .J. 5:3®) 4- sen. a' 



sen. 61° =r sen. 5g® -{-sen i® 
sen.Ga® r=scn. 58® -f. sen. a® 
ec. 

Binvenuti i seni degli archi di un quadrante, i quali si so- 
gliono distribuire in due colonne verti'. ali , una contenente i se- 
ni fino a ® l’altra , che comprende i coseni di questi archi 

cioè i seni da 3g°-j-5g' a 45°, si potranno calcolare le loro tan- 
genti , e seganti , colle analogie del n.® ig. 

Ed ecco esposto il modo di costruire con sole opercaloni 
della volgare aritmetica il canone lineare. 

Scolio. 

55. Siccome nell’ uso ordinario di questo 'canone per la 
risoluzione de' triangoli , imbarazzerebbero non jioco le lun- 
ghissime moitiplicazioui e divisioni , che convien fate ^ perciò i 
trigonometri hanno pensato di aggiungere al canone lineare i lo- 
garitmi corrispondenti a' numeri in esso contenuti ; vale a dire han- 
no stabilito un’ altra specie di canone , che dicesi logaritmico , 
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• eh' è quello di cui si fa uso. Ed in alcune Tavole si trova « 
dirittura rapportato il solo canone logarttmiro , trasruiandusi il 
lineare, liilaiilo sarebbe assolutamente superfluo il dir qui qualche 
cosa circa il canone logaritmico ; |>oìchè questo trovasi a suifì' 
cieiua spie"ato innanzi alle ordinarie Ta\<ole de' seni ; eJ i fa- 
cilissimo r intenderlo a chi non ignora l' ordinaria teorica de' lo- 
garitmi volgari. 




■ ■ 
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CAPITOLO V. 



Formoli circolari, che cEnccomi dalli eroe. Tii, vm, 
s da’ loro corollav> 



56. Dalle forinole rappresentanti il seno , el coseno dell» 
somma e della differenza di due ardii , si possono ricarare 
molte espressioni trigonometriche utilissime , delle quali noi qui 
appresso recheremo le principali , che sono di un uso più frequen-* 
te, e di alcune delle quali dovremo anche valerci a proposito ia 
appiesso nel presente Trattato. 

5p. In primo luogo , se per mezzo della Prop. VII. si cer- 
chi l’espressione corrispondente a seii.(«<^-j-^), ed a sen.(n^ — 
cioè a sen.(n-[-i)^, ed a sen.(/i — i)i^, si rileverà, che debbano 
avci' luogo le seguenti due equazioni 

sen.(n-}-i) ^ = seu.n^cos.^ -{- sen.^ cos.n^ 
sen (n — i) (p = scn.n<^ cos.f = seu.^ cos.n(^ 
la quali sommate insieme danno 

sen.(«-f-i) ^ -j- = a.sen.n^ cos.^ 
cioè , sen. («+0 f =3.scu.n^cos.^— sen.(/i— I )f 
la quale equazione dà il seno dell’arco mulliplice R i di un 
dato , per mezzo de’ seni dt^li archi multipliei n , n — i dello 
stesso, e del coseno dell’ai'co semplice. Ed essa coincide col Teo^ 
rema delle corde dimostrato nel Cor. della Pi'op. VI. 

Similmente dalla Prop. Vili, si rileverà , che debba esserc> 
cos.(n-j-i) ^ = cos.n^ cos.^ — sen. sen. ^ 
cos.(r — i) ^ = cos.R(^ cos.^ -}- sen r^ sen.^ 
dalle quali si otterrà per mezzo della loro somma 

cos.(r-{-i) ^ := a.cos.R^ cos.^ — cos.(r — i) ^ 
la quale equazione dà il coseno di un arco mulliplice r -f- i di 
un dato per mezzo de’ coseni di due archi mull'plici n «dR— i 
del medesimo e del coseno di questo. Ed essa coincids con l'al- 
bo Teorema dimostrato nello Scolio al u.° 44- 
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58 . Dal 5 - 

• 1 COS.'^O 

cos.*€> '= — 

‘ a 

equazione die coinliiiiata con 1’ altra 
sen.’^ =1 — co*.*^ 

I — C(>s,n(^ 



M 



N 



darà 



scn.’tf =- 



e questa , c la jirima M risoluta per rispetto a cos. 9 ® f 
dara iiuo 

I -|- 



cos 



sen 



9 =/. 

9 =VA- 



1 — cos.a9 



clic sono le espressioni Jcl seno , c coseno dell' arco metà , date 
le stesse lince Irigonometiielie per 1 ' arco dopjóo 
Che se 1 ’ equazione 

8(11.9.9 = a.scn.^ cos. 9 [ 46. ] 

•si combini prima con l' altra M, e poi con , se ne ricaveran- 
no queste altre due , cioè 

Sru.25 sen.S 

= tang.^ 

1 -J- cos. 2 9 cos. 9 



sen. 29 fos.9 



cot.9 



, 1 — Cos. 2 9 sen . 9 

die’, com' è cbiaro , rappresentano la tangente , e la cotangente 
dell’ arco metà es| irssc nel seno , c coseno deH’arco doppio. 

60. Le formolc finora recate possono b.is!are per far cono- 
scere i pr ncipj per la costruzione algebrica del ranuiic trigono- 
metrico j ed apparterrà ali’ analisi trasccmlenlc l’ estenderli , cd il 
renderli si otticaci , cd agevoli per la costruzione delle Tavole, da 
dar risullamciili di nu' approssimazione si grande , che* ecceda i 
limiti del bisognevole ire’ calcoli più accurati, clic dipendono dal- 
la Trigunomciria c dalle Tavole; ma non ù questo il lungo a 
propc'Sito per esporre tali cose. 

Gl. Dalle quattro formole de’ numeri 45 e .48 se ne posso- 
no ricavare le segucuti altre , die >~jno come tanti Tforemi. 
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I, seti, (^-f-6) 4- scn. — 6) =z a.sèn.t^oos.9 

ir. scn. (<f+0) — scu. (|i — 6) = a.cos.<ì scn.9 

III. COS. “f" (9 ®) — 3.C0S.(f COS.9 

IV. COS. (<^ — rO) — COS. (^p-|-0) =: a.seii (^sc-n.d 

■> 6a. Or se si ponga ip -|- 0 = a , 9 — 6 ; e quincK 

^ «+/3 * * — $ . . . . •• . ' • 

■ — • , 0 — : e poi questi v.ilori <11 ^ , 0 soslitniscan- 

si nelle precedenti formule , esse si riiliirranno a queste artie, . 

V I a ' a— 13 ■ 

V. scn.a-l-sen.a = 2. scn. cos !- 

3 'A 

VT /) a— 5 

VI. scn. a — seii.jS = 2 .C 0 S. -sen. _ 

,3 3 ■ 

0L~^^ 7 — 3 

VII. cos.a-l-cos.;3 = 3.COS. — ' cos. — 

' 3 2 

VII! a *4"|3 a ;3 

Vili. cos. /3 — cos. a = 3. scn. scn 

' 3 

63. E. dividendo le due forinole n.° V. c VI. per l' altra 

B.® VII. , si avrà •' 

sen.a4-scn.3 sen. i/a (a-}-/?) a-}-3 

IX. ' = -=tanì. ^ 

cos.a-pcos./9 cos. Va (a -J-;?) ' 2 

scn. a — sen./J scn. '/a (a — ,S) ^ a — /3 

cos.a+cos.S cos. l/a (a — /?) ** a 

6{. E similmente dividendo l’ equazione IX. jki; la X. > 

si avrà " * 

^ j scn a4 scn /3 lmi£. '.4 (a-|-,£ ) 

sen.a — Si n.,3 taiig. ■/» (a — p) 

E da questa si ricava la seguente analogia '•* 

*4-3 a — 3 

Kn.a-j- sen./j : sen.a — scn.;3 :: lang ; 

Cioè ; La somma de' seni di due anhi sta alla laro dif- 
JcrcTìza , come la tangc.ite della scmisomma di asti archi alla 
tangente della semidij Jhvnza loro. 

C5. Inoltre pouiiuK) nell’ csprcssiouq del seno dell’ arco. 

i 
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a+8 



doppio [ 4® I -invece dì ^ , si otlcrri 



XII. i«n.(*-j-/3) = a. sen. ?^Ì^cos.^— ^ 

^ ' a a 

66. Finalmente dividendo ciascuna delle equazioni n.° V. e 
yi. per questa XII., e poi riducendo , si avrà 
sen.«-t-sen.|3_ cos. 1 / 3 ( 0 , — 
ien.(*-t-/5) cos. /a (*-f-/3) 
sen.a — sen.j3_ seti. 1/3 (o — /3) 
sen, '/i (»-t-/3) 

E dalle formole qui recate i giovani potranno per loro eser- 
cizio ricavarne facilmente molte altre , che per brevità qui si tra- 
lasciano. 
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ELEMENTI 

D I 

TRIGONOMETRIA 



LIBRO li. 

?RmCIPI DI TRIGONOMETRIA RETTILINEA, 



INTRODUZIONE. 

6^. In ogni triangolo , oltre lo spazio che vi si contiene ^ 
vi sano pure , come 1' i noto , tre lati e tre angoli ; e queste 
sei grandezze hanno tra loro tal nesso , che da tre di esse date , 
se pur queste non sieno i soli angoli della figura , si possono le 
alti-e geometricamente ed in facil modo rilevare , come si ha da> 
gli Elementi di Euclide. Ma non è così di loro, quando con va- 
lori aritmetici le une si espongono, e nella stessa divisa le altre 
vi si chieggono da esse. Imperocché essendo trascendente il rapporta 
de' lati di un triangolo agli angoli eh' essi sottendono , niuna ree ola 
per l'indagine suddetta può mai sperarsi. Ad ottenere quindi la ri- 
soluzione del triangolo, sulla quale sono fondate le scienze geo- 
desiche, ed astronomiche, e della quale grandissimo uso bisogna 
pur fare nelle matematiche sì pure che miste, i Geometri antichi 
inventarono il seguente ripiego. Essi costruivano prima il canone 
trigonometrico, che, come si è veduto nel libro precedente , pre- 
senta una tavola di corrispondenza tra i valori degli angoli e 
quelli delle di loro Jumioni , cioè delle corrispondenti linee trl- 
^OL.omctiiche 3 e poi prescrissero certi rapporti di quelle fuaziooL 
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9'lati di un triangolo, dal che poi la risoliizjone di questa figura 
ficsciva facilissima a rilevarsi. Ed i della fissazione di questi rap- 
porti, e della maniera di applicarli all'oggetto cui sono destinati, 
che passeremo ad occuparci nel presente libro. 

Intanto è da avvertirsi , che i risultamenti de' problemi tri- 
gonometricamente risoluti sopo approssimanti , come approssiman- 
ti sono i valori delle lince trigonometriche che vi si adoperano , 
e per le operazioni aritmetiche clic su queste si fanno. Kd & 
da dolersi, che nella maggior parte delle Trigonometrie Elementa- 
ri siasi trascurato di ciò avvertire a' giovanetti , non senza loro 
aiocumeiito. Imperocché nella parte elementare della Geometria, e 
nella sublime non si contemplano che le sole grandezze geometri- 
clic, c con metodi esatti e rigorosi tutto vien quivi rilevato, pro- 
posto c dimostrato ; laddove nella Trigonometria rinvengonsi 
certe grandezze continue in valori aritmetici , e con metodi ap- 
prossimanti risulvonsi i probl'-mi. Ed i gicAani p.vssan di volo 
dall' un metodo all' altro , c da questo a quello nc ripiegano, ora 
contemplando le grandezze continue nella loro natura , cd ora 
sotto la mentita forma di discrete; e spesso noa v'ha chi di quel 
divario gli avverta. Era dunque necessario , non solo per ragion 
di scienza , ma per utile de' giovani , premetter queste uo/ioni a-^ 
gli Elementi di Trigonometria , che qui imprendo a divisare bre- 
vemeulc c con chiarezza. 

68. I. I valori numerici de' Iati e degli angoli di 
pn triangolo si possono chiamaa* /Jarti di esso. E ciò secondo la 
frase de’ Trigoiiometri antichi. 

69. i?<y. II. Risolvere un triangolo è il ritrovare Ire del- 
le sci pafti del triangolo dalle altre tre clic sicno date ; se pur 
queste non sieuo i soli tre angoli di tal figura. 

70. Cor. Quando sicno dati i soli tre angoli di un triango- 
lo , non 'SÌ potrà da essi invcsiig.irc i! valore de’ Iati, ma seni- 
plieemenlc la di loro proporzione. Imperoccliò- esso in tal caso sa- 
rà dato di sola sjiecic , c potrà averne iiiliiiiti altri equiangoli, 

7*- ^C/- Trigonomelria Piana, o Rettilinea èia 

scienza , che propone le regole , o pijiioipj per risolvere un tri-. 
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CAPITOLO I. 

VRINCIPJ PER LA RISOLUZIONE De' TRIAZ tCOLIk 

o toaK a cowi r-, I I 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

ya. L’ ipotcnusa di un triangolo rettangolo sta a 
ciascun lato di esso , come il raggio trigonometrico al 
seno dell'angolo opposto ad un tal lato. 

In)|»troccln’' descrivasi col centro A [ fig. to. ] intervallo 
AB 1’ arco circolare BD , i-apprcscnterà BC il seno dell’arco BD, 
o sia deir angolo BAC, (JA nc sarà il coseno, o sia il seno di 
CBA , eh' è complemento di CAB. Adunque starà 

AB : BC : : R ; s«n. BAC [ 3o. ] ; 
ed AB : AC : : R : sen. CBA , ossia a cos. BAC. 

Corollario. 

o3. E dalle due precedenti analogie si rileverà facilmente 
che debba stare 

BC : CA ; : un. BAC : een. CBA , 0 a cos. BAC. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. > 

74. In un triangolo rettangolo sta pure un lato al* 

P altro , come il raggio trigonomctriao alla tangente dcl- 
r angolo opposto ali' altro lato, 




V 
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Ed un lato sta all’ipotenusa , come il raggio trìgO> 
nometrico alla segante dell’ angolo adjacente. 

Poirliè, le descrivasi col centro A io. ], intervallo 

'AG r arco circolare CE ; è chiaro, che GB dinoti la tangente 
dell' arco CE , e quindi dell’angolo in A, e che AB rappresenti 
la segante di quell’ arco , o di quest’angolo. Laonde dovri stara 
AG : GB : : R : tang.A 
AG : AB : : R ; scg. A 

e queste sono le due analt^ie proposte nel presente Teor.— 

PROPOSIZIONE III, 

TEOREMA» 

75. In ogni triangolo i lati sono come i seni de-> 
gli angoli ad essi opposti. 

Dal vertice A [ Jig. 1 1 . ] di una degli angoli del triango* 
lo ABC tirisi sul Iato opposto la perpendicolare AD, si avri nel 
triangolo rettangolo BAD, BA : AD : : R : sen.B[ 72. J , a 
quindi RxAD=BAXsen.B. 

E similmente si ricaverà dal triangolo CAD esser R X AD 
=CAXsen.C. Laonde dovrà risultare BAXsen. 6 =GAXsen.C; 
c quindi , considerando i seni come linee rette , ti vedrà esser 

I « 4 - VI. ] 

CA : BA : : sen. B : sen. C. 

E nel modo stesso abbassando da B la perpi ndicolare sul lat* 
AG si dimostrerà che sia 

BA ; BC : : sen. C : sen. A. 

Quindi, per cqualità , se ne conrhiuderà anche 
GA ; BC : ; sen. B : sen. A. 

Che perciò in ogni* triangolo ce, — C.JB.JJ, 





aiTkisosoiiktkia. Li>. 3. Ig. 

PROPOSIZIONE IV. 

T B O K E X A. 

76 . Se dal vertice di un angolo di un triangolo 
tirisi la perpendicolare sul lato opposto, dovrà stare 
questo lato su cui cade la perpendicolare , alla somma 
degli altri due lati , come la diflerenza di questi alla 
difièrenza , o pure alla somma de’ segmenti formati dal- 
la perpendicolare ^ secondo che essa cade dentro , o 
fuori del triangolo. 

Dal vertice A e i3. "j del triangolo BAC si ti- 

ri sul lato opposto BC la perpendicolare AD, la quale cade den- 
tro del triangolo 'nella figura i a , e fuori nell’ altra 1 3 ; dovrà 
star* BC : DA 4 . AC : ; AC — AB : CD ? DB , ove il se- 
gno — pel quarto termine della proporzione ha luogo se la per- 
pendicolare cade dentro del triangolo , e 1 ’ altro se cade fiiofc 
ri di esso. 

Col centro A , intervallo il minore AB degli altri due lati^ 
si descriva il circolo EBF, che interseghi 1’ altro lato AC in F » 
£ , ed il lato GB in b. 

Ciò permesso , per la natura del cerchio , il rettangolo ECF 
i uguale all’ altro BCZ> ; adunque sarà BC : CE , o CA-pAB;: 
CF, o CA — AB : Cò; e quesU Cb per la figura la. è quan- 
to CD — DB , e per l’altra i3. è quanto CD -p Db. 

Adunque ce. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE Y. 

T E O B B X A. 

yj. In ogni triangolo ohbliquangolo il coseno di un 
angolo « uguale alla quantità che si ottiene dalla somma 
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de’ quadrati de' lati che lo comprendono , meno quello 
del lato che gli ò opposto divisa pel do]ipio rettangolo 
di que'lati stessi. 

Cioè nel triangolo BAC [ i 4 - ]i per un angolo qua* 

Tunqu* di esso, come [xr esempio quello in A, dee essere 

AB'+AC’-BC> 

cos. BAC = — — 

2iiA X A C 

Imperocché, se dal vertice B di uno degli altri angoli del 
triangolo si tiri sul lato opposto la perpendicolare BD, sarà BC» 
= BA’ -j- AC^ ^ aCA X AD , secondo • ; 1 ’ angolo BAC i 
acuto , o ottuso. E poiché sta .• • 

1 : cos. BAD : ; BA : AD , 

sarà 

AD = cos.BAD X BA 

e perciò 

BC* = BA’ 4- AC* + 2BA X AC X cos. CAB. 

Or nel caso che l'angolo BAC sia ottuso , i cos.BAD =— 
eos. BAC, che perciò ne' due casi si avrà sempre 

BA’-pAC’ — BC*=aBAx AC X cos. BAC} 

e quindi 

BA’-l-AC’— BC* 

cos. BAC _ 

Che perciò in ogni triangolo ec. — C.i.D. 

Scolio. 

58. Indicando generalmeir.e per A , B , Ci tre angoli di 
un Uiangolo , e per a , 6 , c i lati che gli sono opposti, sari 
A* c* — a* 



cos 



. A = 



aòc 



«pressione la quale potrà porsi anche sotto 1’ altra fornu 

( i -P c )' — a* 

a ^ 



ih« riduccsi a 
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■ (^-f c -fa ) {b-\- c — a) ' , 

aie * 

la quale riesce più agevòle nel calcolo de’ triangoli. 

Inoltre sostituendo acos.® </j A — i in luogo di cos.A 
[ 58. j, si a\rà 

a.cos.* ./, a:==^1±i±-“H^_+_ì::^) ■ 

aie 

« quindi cos. '/aA=i/ay^ ^ Q>^c J(-à){b-^c^a) ^ , 

che nel calcolo è anche più agevole della precedente. 

Finalmente volendo I’ espressione di seri. '/a A, piuttosto ebe 
del coseno , basleiù nella formula di cos.A , che risulta imme- 
diatamente dal Teorema, sostituire i — a.sen.* '/a A in luogo di 
cos. A [ 58. ] , si avrà cosi * 



cioi 



. , . i* 4- c’ — a* 

1 — a.sen.* 'A A = — — 

The 

sen.-./,A= 



e quindi sci», '/a k-=.\j-^ ^ \_ J 



PROPOSIZIONE VI. 

« 

T fi O R S M A* 



79. In ogni triangolo, la somma de’Iali è alla loro 
difierenza , come la tangente della semisorama dogli an- 
goli alla base alla tangente della semidilTcrenza di essi. 

Si circonscriva al triangolo ACB [Jìg- i5. ] il cerchio, e 
dal centro O di questo si tirino i raggi OG , OF perpendicolari 
ai lati AC , AB, e congiunto l’altro raggio OA, gli si ahhas- 
fiuo dai punti G , F le perpendicolari GL , FU , che seno i se* 



« L E X E V T I 



ni d<^li angui! GOA , AOF ; fiualroente giungati la GF , e ad 
està li tiri dal centro O la perpendicolare OM. E poicliè 1’ an- 
golo GOA è uguale all'angolo CBA, mentre l'arco GA sopra di 
cui iotiste il primo , eli' è al centro O del cerchio , ò metà dell' 
arco AGC sopra di cui insiste l'altro, clic sta alla circsnfcrciiia del 
cerchio sic sin ^ c l' angolo AOF è uguale a bCA , per la mede- 
sima ragione : perciò sarà l’ angolo GOF quanto la somma degli 
angoli B, G; c quindi l'angolo GOM , di' è metà dell' angolo 
GOF sarà la scmisomma degli angoli B , C. Di più essendo 1’ 
angolo GOK=GOM-|-MOK, sarà esso uguale ad FOM-j-MOK, 
cioà=FOK-J-uKOM ; e pereiòGOK. — KOF= 2 KOM: quindi 
KOM sarà la semidifTcrcnza degli angoli GOK, KOF ossia B,C. 

Or essendo simili i triangoli GKL , FKH, sta GK. : KF 
GL : FH . Ma GL , FH sono seni degli archi GA , AF , 
e quindi de^i angoli in B, C; e perciò proporzionali a' lati AC 
AB, opposti ad essi [ ^5. ]. Adunque sarà GK ; KF :: CA : 
AB; e componendo GF : FK (jA-j-AB : AH; c poi cui di- 
videndo ed invertendo applicato a quella stessa analogia, si a- 
vrà KF : GK — KF :: AB : AC — AB. Laonde, per equalilà , 
dovrà stare GF ; GK— KF :: CA-J-AD : CA — AB. Ma, pre- 
sa MN=MK, GN sarà uguale a KF , c GK-: — KF è quanto 
GK— GN, cioè NK; adunque sarà CA+AB;CA— AB GF-.KK, 
o pure . : GM : MK. Quindi, siccome, preso OM per raggio, 
le MG, MK rappresentano le tangenti degli angoli 

B -l-C B— 

QdOK [ ]r •* , e ; perciò si avrà 



CA-I-AB : CA— AB 



tang. 



B4-G 



tang. 



B— C 



Cioè la somma de’ Iati è alla loro dilTcrcn^a cc. — C.B.D, 



A L I T E R 



8o. S'indichino con « , /3 gli angoli B, C del triangolo 
'ACB : si rileverà dal n.® y5, che debba stare 
»en.* + SCO. p : seft. » — » scn. /3 CA AB > CA *-» AJB^ 
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di «4- i9 

Ma s«i. a ?'• ^ ■■ ^og’' — 

£ 64-n. XI. ]. Adunque «Uri pure 

r 

CA-|-AB : CA — ^AB : : Ung. Ung. * ^ ^ 

B4-C B — e 
tini : : tang. ■ ^— : Ung. ~ -. p . 



• I 

t 
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CAPITOLO II. 

A 

ApTLlClzfxinr. de' PBINCIW STABIUXl NEI, PRECEDENTE , 
CAPITOLO all' effettiva RISO VCAIONE Dk' TRIANOULI. 



8i. In ogni tri.ingolo, dati due angoli t anche dato il fer- 
zo , di’ t il supplemento a due retti della somma de' due dati 5 
fe perciò nel triangolo rettangolo, se t dato uno degli angoli acu- 
ti , sarà dato anche 1' altro. Di più io questo triangolo , se sono 
da:i due lati, si conoscerà il ferzo, per mezzo del Lemma pre- 
messo alla Prop.4. Lib. I , e senza optTazioni trigoiiometriclic. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

8a. In un tri;TngoIo rettangolo, dato l’nn de’ lati , 
ed un’ altra delle sue parti ad arbitrio ; determinare 1« 
rimanenti parti. 



Caso 1. 

Sieno dati i cateti AC , CB [ fig. io. ]. Per determinare 
r angolo in B , si faccia 

AC ; CB ; ; R : tang. A [ ] 

Si renderà nota per tal modo la tangente dell’ angolo A ; c 
quindi un tal angolo si rileverà dalle Tavolo. 

.Caso ii. 

Che se diasi il cateto AC , e l’ ipotcnusa AB. Si troverà 
l’angolo in B facendo 



IDI T n I a o s o*3iE T 1 1 Ar Lii. 4 ^- 

' AB : AC : ■ R ; seii. B [ ya. ] 

donde »i farà anclie noto quello in A ; c si sarelibc trovato di- 
rettamente questo , per mezzo della seguente ana.ogìa 
AB ; AC ; ; il : cos. A [ 72. J 

Caso 111. 

E dandosi il cateto AC, ed uno degli angoli acuti A, e 
perciò anche 1 ’ altro B. Per eh-'tcrminarc l’atro cateto BC , bi- 
sognerà fare ■ 

R : tan-. A : : AC ; CB [ ] 

o pure sen. B : scn. A : : AC : CB f jd. o jS. ^ 

Ma la prima analogia t da preferirsi alla seconda; poiché il pri-» 
mo termine R di quella è il raggio. 

E volendo l’ ipotcnusa AB, eouverrclihe fare 
R ; scg. A : : AC : AB [ ]. 

o pure sen. B : R : ; AC : AB [ 72. j . , 

Caso iv. 

Finalmente datidusi l' ipotenusa AB, cd uno degli angoli 
B alla base , e quindi 1 ' altro A : se si voglia un cateto, come 
AC , si dovrà fare 

R : SCI). B ; ; z\D : AC [ 72. J 

E poiché non resta a fare altra com'jinazionc nelle parti 
del proposto triangolo , oltre le lino a indicate ; [>eiciò si sarà 
risoluto il prweate Problema. — C. B. t\ . . 
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PROPOSIZIONE vni. 

PHOILElfÀ. ' 

83 • In un triangolo obbUquangoIo , date tre delle 
sue parti , sempre compreso uno de’ lati ; determinare 
le rimanenti parti. 



Caso i. 

Sicno dati iti primo luogo gli angoli in A , B [^g. ii> 
e quindi l'altro in C , ed il lato AB \ c si cerchino gli altri 
due lati BC , AC. Si faccia. ^ 

sen.C ; ten.A : : BA ; BC [ 75 ] 
sen.C ; sen.B ; ; BA : AC 
si avranno per tal modo i lati BC , AC. 

Caso n. 

Che se diansi i lati AB, AC c l’angolo C opposto ad una 
di essi lati AB ; si troverà l' angolo in B opposto all’ altro lato 
AC, facendo 

AB : AC : ; sen.C : sen.B [ 75. ] 

Quindi Sen.B si farà noto^ e dalle tavole si rileverà l'angolo B, 
per coiis^enza quello in A , e hnalmente il terzo lato BC [ cas. i . ]. 

Che se co’ dati stessi di poc’ anzi si volesse ottenere diretta- 
mente il terzo lato BC. Dal vertice A dell' angolo opposto ad 
un tal lato , si abbassi sopra di esso la perpendicolare AD , sarà 
t)C =:AC cos.C , DA ~ AC sen.C j quindi BD =V ( AB*— 
AC’son.'C), e perciò BC =: AC cos.C + \/ (AB* — AC scn.’C), 

il segno — del radicale , com’ è facile ad avvertirsi colla- 
sémplice ispezione della figura, ha luogo quando l’angolo B A 
ottuso. Bisogna anche notare, clic se fosse ottuso l’angolo datss. 
in C , allora il suo coseno sarebbe negativo. 
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li* csprcstioue «li BC- che si è ottenuta 'non può calcolarti 
fa logaritmi , a meno di una riduzione uella quale vi entra a 
parte un nuovo angolo ; orni’ t clic nessun vantaggio si Iia dall’ 
aver ottenuto nel caso pro|>(sto il lato BC imlipendcntemcute 
dall’ aver prima determinato 1 ’ angolo B , e quindi quello in A , 
che perciò Liso. nera condursi piuttosto in questo mudo, come 
da dotti Trigoiiometri é stato avvertito. 



COLIO. 



È però da notarsi per questo secondo Caso , clic se mai 
r angolo dato è opposto al la'o maggiore , allora 1’ angolo op- 
posto ali' altro lato dato dovrà essere necessariamente acuto j poi- 
ché dev' essere minore del dato , c quiieli acuto , quando anche 
quello sia ottuso ; mentre un triangolo non può avete due ango- 
li ottusi , o uno ottuso , e 1 ’ altro retto. C he se poi 1 ' angolo 
dato è opposto al iato minore , com'è nella fig. is , in cui 1* 
angolo dato C sta opposto al lato BA minore di AG, allora la 
specie deir angolo opposto al lato AG sarà dubbia , cioè potrà 
esso essere acato , o ottuso. In fatti descrivendosi col centro 
A , intervallo il lato minore AB il cerchio BKF ; questo do- 
vrà segare il Iato BG in c congiunta la AA avrà gli stessi 
dati sì il triangolo ABG , che l’altro AiC ; p«-r conseguenza si 
sarà in dubbio se risolvasi l’uno o 1' altro , a meno che le cir- 
constanze della quistionc non tolgano l' incertezza. 

Ed é anche chiaro, che per sapere il valore di BG, bisogna 
che sia nota la specie dell' angolo opposto al maggiore de' lati 
dati ^ altrimenti la BG resterà dubbia. 

Gaso ih. 



E se sien dati i due Iati BA, AC i 5 . ], d’angolo 

in A da essi compreso: si troverà ciascuno degli angoli alla base, 
iacendo 

AC-I-AB ; AG — AB : : tang. ^ tang. [ 79.} 
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Si arrà in tal modo la tangente deli’ angolo , eh’ è lemidilìferen' 
sa degli angoli B, C, e,qui:idi un tal angolo si jfarà noto dalle 
tavole : e se esso si aggiunga alia metà della somma d^li ango>- 
li B , C , si avrà 1' angolo maggiore B , se tolgasene , si avrà 
il minore C. « 

Ed è facile a rilevarsi dall' analogia sopra recata, che quan* 
do non occorre di determinare , che solamente gli altri due an- 
goli del triangolo, i lati dintcriio al dato angolo non è necessario 
che sian dati di grandezza , tna basta che lo sicno di sola ragione. 

Conosciuti gli angoli in 13 , C , il lato BC adjaceute ad es« 
si si dclcrmiuerà pel Cas. t. 

Scolio. 



Talvolta i lati AB, AC non sono dati in numeri naturali, 
ma bensì per mezzo de’ logaritmi di essi, come avviene , per c- 
sempio, allorché nc’ calcoli di Asironumia si rilevano le distanze 
de’ pianeti dal sole nelle tavole astronomiclie costruite a quest’uso. 
.In tal caso, per evitar di delcriiiinarc in numeri naturali i sud- 
detti .lati , prima di procedere alla risoluzione del Iria.igolo , il 
«he risullerehhe di grande impaccio , si potrà usare il seguente 
ripiego. _ 

Si suppongala CA \ fig- i6. ], eh’ ò il maggiore de’ due 
lati , posta ad angolo retto colia BJi , cioè come la cA , giun- 
gasi la Bc , starà 

BA : Ac , o AC R : tang. cBA [ 74 . ] 
c si avrà così 1’ augoJu tllA , il quale sarà uiaggioie di Si 
dinoti un tal angolo per «. E poiché 



«« 5 . '" 8 : 



r r.o 



I 4" lang- X tang. 45 



[ 5o. ] si avrà , 



' , .AC 

sostituendo per tang.x 1 ' espressione — Ì75-], cd i per lang. 4 ó°T 



tang. ( » — 4^° ) = * *1“'"'** AC-|-AB; AC — .\B . ; 

R ' tang. ( » — 45 “ ) . Che perciò sostistuendo alla pri- 
ma di queste ragioni 1' ugiial* Umg. '/a ( B-|-C ) , 0 cot. J A. 
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: tang. i/a ( B— C ) [ 79.], sarà 

R : tang. ( «— 45 °) cot.'/a A ; tang, i/j ( B*— C ). 

Caso IV. 

Finalmente se sitno dati i tre lati BC, CA, AB 
e si cerchino gli angoli. 

L' angolo A si otterrà fàcilmente , per mezzo di una delle 
due ibrmole esibite nel numero 78. Ed un altra de' suoi angoli si 
potrà ottenere o nel modo poc' anzi detto, 0 come nel Cas. Ih 
£ da questi due angoli resterà poi determinato il terzo. 

S c o £ I Oi 

X 

64 - Nelle ricerche che si fanno per la risóluzioné de' trian* 
goli , bisogna , quanto più si può , aver 1’ avvertenza di dedurre 
ciascuna parte che si cetea direttamente dalle parti date, evitando 
d’implicate nella determinazione di esse qualche altra parte inco- 
gnita del triangolo , che siasi precedentemente determinata. 

Imperocchd non essendo che approssimanti per loro natura i 
quarti proporzionali, che derivansi da analogie ove sienvi quantità 
trigoiiomctnche , e '1 più delle volte divenendolo anche tanto me- 
no, per le operazioni aritmetiche che conviene fare per rinvenirli, 
sempre che si farà uso di essi per termine di un’ altra analogia', 
il quarto termine di questa, alle due precedenti imperfezioni che 
lo fanno deviate dall’ esattezza, unirà anche 1’ altra del non esatM 
calore del termine impiegato. > 



4 
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CAPITOLO III. • 

DcI.LA maniera di determinare 1 SEGMENTI DELLA BASE E LA 
DERPERDICOLARE , Ke' DlTERSl CASI DI RISOLVIMENTO PROPOSTI 
' NEL PRECEDENDE CAPITOLO Pe' TRIANGOLI UCBLUjLANCOLI j E DA 
ALCfNE ALTRE lUCERCUE ANALOCIIE. 



S5. I,c coiisp!era 2 Ìoiil «poste nello Scolio in fine del prece- 
dente Capitolo ci lianiio determinato all’ oggetto quassù proposto 
pel presente , a lìn di mostrare in qual modo la perpendicolare 
ed i segmenti della base in un triangolo obbliquangolo possausi 
ottenere direttamente dalle tre parti date di esso , senza frammez- 
zarvi altre di quelle clic vi erano incognite. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

86. Nel triangolo ABC [ y?g.i4- ] t dati gli angoli 
in A., C,c’l 1 ito adjaccnle 4];.\ ; ritrovare i segmenti 
AD , DC di questo lato , c la perpendicolare 13D, che 
cade sopra di esso dall’ angolo opposto. 

Nel liiaugolo BDC sta DC ; DB ; : cot. C ; R , c nell’ 
altro triangolo I3DA si ha parimente DB : DA :: R : tang.DBA, 
o cot. BAD , die dinoterò per cot. A ; quindi si avrà , per 
cqualità, DC ; DA :: cot. C ; cot. A., o tang. A : tang. C, 
E da quest’ ultima analogia si rileva facilmente clic stia 
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DC-j-DA ; DC — DA ; : tang'. A -^lang. C ; lang. A — lang. G 
sen.A Sfn.C sen.A scn C 

cos.A”^co8.C cos.A cos.G ^ ® -• 

^n.A cos.C-j-scn.C cos.A scn. A cos.C — scn.C cos.A 
cos.A cos.G cos.A cos.G 

ó sia : : scn. ( A C ) , cioò scn. B ; scn. (A — G ) [.{ 5 .]. 
Glie perciò essendo dato quest’ ultinlo rapporto, e l’un de’ termi- 
ni del primo » secondo clic la pcrpon ii'-olare BD caile dentro o 
fuori del triangolo, sarà anclic dato 1’ altro termine di esso 5 C 
quindi si avranno i segmenti AD , DG della base 

Per aver poi la perpendicolare BD si osservi, die DA=DBcot. A, 
c . . DC = DB cot. G ; che jierciò 

AG = DB ( cot. c+ cot. A ) [ aa. ] 



= DB 


p cos.G 


cos.A ~1 


j_ sen.G 


sCii.A J 


= DB 


r scn..\’ 


cos.G -|- scn.C cos.A ~| 




L 


scn.C sen.A J 


= DB 


scn. ( C 


+ A ) 




scn.C scu.A. 



È . .< AG scn.C seri. A AG seti. C scn. A^ 

quindi DBzz ■ ' . ■ — - 1 21. 1 

^ sen. (A-f-C) sen. B -* 

td è mediante questa formula clic resta risoluto ti'igonomc- 

trìcamentc il Prob. I. della Sezione IV Gap. II. delrAritnieticà 

liiiivcrsale del ^leM-ton. 

Se OLIA. 

87. Dalla prima parte della soluzione del presente Problea 
ma si rileva clic : / segmenti di un lato di un triangolò , prò* 
dotti in esso dalla perpendicolare ckc gli si abbassa dal rerti* 
ce delt angolo opposto , sono come le tangenti degli angoli 
efu gli conispondono alternamente . 



i», 
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?ROPOSIZIONE X. 



rSOBLEKA. 



83. Dati i tre lati tiri triangolo ABC {fg- »4 )i 
esibire i segmenti A D , DC tli un di (jiicsti , prodotti 
dalla perpendicolare abbassata ad esso dall’angolo oppo- 
sto; e di più una tal perpendicolare. 

I trgtncnli AD , DC dalla base si avranno facondo AC : 
BC + BA ;; BA — BC ; DC ip DA [ 7G. ]; cd otlcnutosi questo 
quarto termine, sarà facile a rilevarne i segmenti DC, DA, ve- 
nendo sempre ad esser data la somma c la differenra di essi. 

Per ottener poi la perpendicolare BD indipendentemente da 
segmenti AD, DC, si procederà nel seguente modo 
Nel n.° 78 si è ottengto 

. r («+*-ó n 

sen. ./a A = >A J . 



, . , tA r (^+c-|-a) {h-Lc—a) “I 

«0». 'A A = 'A V b~c J 

BD 

Adunque sarà sen.'AAcos.'AA, cioè '/aSen.A [46.], o , 

* /^ V J £ * c 



BD 

cioè 

ac 

s quiucK 

BD= [ (*+«+«) ") («+*— 0 (a+c-i) ] 

nella quale espressione , come si vede , ba.U sostituire i valori 
de’ lati di un triangolo per aver la perpendicolare, die , pel pre- 
sente caso , cade sul lato A, cioè AC, dal vertice dell’ angolo 
B che gU è opposto. Ed una tal formoU potrà agevolmente Bo- 

dilìcarsi per gli altri casi. 
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Scolio. 

89. Facendo a h e — 2 p, sarà a b — e — a/» — ac, 
«^.c — b= -xp — ib , b -{-e — a =z xp — ao; e quindi la 
perpendicolare BD si potrà esprimere per mezzo di una - 
semplicissima ed ovvia riduzione, nella Kguente altra maniera piu 
cibante, cioè 

' L pi p -~<^ ) ìp — ^ ) ìp — * ) ] 

E da essa si rileva' facilmente , clic 1 ’ espressione dell' aja di un 
triangolo ne' suoi lati sia la scgnentc 

V [/'(/'—«) ip—c) ip—^) ] 

«io 4 , /a radice quadrata del prodotto che ha per /attori la 
semisomma de' lati , c le tre differenze di ciascun lato da 
questa. 

PROPOSIZIONE XI. 
teorema. 

90. Dati nel triangolo ABC {Jìg. i 4 - ) i AB, 
BC , e l'angolo ABC da essi compreso; determinare i 
segmenti ABC, DBC di questo angolo , prodotti dalla. 
|)crpendicolare che cade sul lato ad esso opposto. 

Essendo BD~CBcos.C6D=;AB cos; ABD, saràCB cor.CBD 
s=AB cos. ABD , e perciò CB ; AB cos. ABD : cos.CBD ; 
dalla qual proporzione è facile il rivelarne l’altra CB-^AR ; 
CB— AB ;; cos. ABD-j-cos. CBD : cos. ABD — cos. CBD ; cioi 
[»®.vii.e viii.§. 6a. ] come 

AID-I-CBD CRB ABD ABD-f-CBD CBD ABD 

cos. ! cos : sen.». sen. 

3 a 3 3 

e chiamando /3 1 ' angolo ABD ed a 1 * altro CBD, sarà 
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AL-|-LB;AL — LB;:cos. — — — cos !- ;scn ^sen 



cidi 



cos. 



*+^ 



scn. 



«-/3 



x^3 9.-3 

scn. — ^ — cos. 1 - • 

a a 

0 ;: tang. '/a ( CBD — ABD ) ; tang. '/a ( CBD^ABD ). 

K dall’cssci' noto l’un de'tcrmini della seconda ragione di que- 
st' ultima analogia , quello cioè eli’ esprime 1’ angolo dato ABC, 
si farà anche nolo l’altro termine, ottenuto il quale resteranno ile- 
terminati gli angoli cercali CBD , ABD, 



Se OLIO, 

91 . Quest' ultimo risultamcnto, che oiTre la soluzione del pre- 
sente prohlcma, dà un’ altra iiianicra onde risolvere il triangol« 
ABC , dato r angolo ABC , ed i lati che lo comprendono , di- 
versa da quella che n’ è stata esibita nel Caso ni. della Prop. 
Vili, del presento Libro. 



PROPOSIZIONE XII. 

» 

PROBLEMA. 

91. Nel triangolo ACB 17. ] in cui si divi- 

da per metà un angolo di esso ACB per mezzo della CD; 
si vuoi determinare i segmenti die tal linea retta CD 
produce nel iato ad esso opposto , dati die sieno o un 
tal lato e gli angoli adjuceuti A , lì , o pure i tre la- 
ti dd Irianoolo. 

o 



Parte I. Sieno dati gli angoli in A , B c’I lato AB. t, 

• 1 /-T\ BD srn.B ADsen.A , 

poiib* CD = rrTv= nTTTi saranno queste due quati- 

s<m. iiCD seri BCD 
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BD — AD = 



Bi Tr iGO N OMET R I 1 .-. Li B. a. 55 
titi ultime tra loro uguali , e quindi BD : AD :: »<'n.A:stu B. 
e BD -4- AD : BD — AD ; sen.A-^scn. B ; scn A — sru. B 
cioi : ; tang. '/a (A-|-B) : tang. — B) [XI. Gì .]. Laonde 

sarà 

AB X tang. iL( A— P)' ' 

tang ( A-j-i) ) 

Quindi avendosi la dilTeiciua de’ segmenti BD , DA , c la 
loro somma Alì, si larà note ciascun di questi. 

Parte II. Che se sieiio dati i Ire lati del triangolo ; la 
dilTerenza de’ segmenti del lato AB si «tlr rrà geometricauienti- 
per mezzo della .1. del Lih. VI. di Ei^Iide,, e. senza far «so 
della Trigonometria. ^ , , , 

P R O'P ’o S I Z I O X E ■ XIII. ‘ 



I • 
'f. -i; 



t itili 



PROBLEMA. 



g3. Trovare i valori de’segmitoti , DCB [^g. rS. ] 
dell’angolo ACB , predoni da- mia diuea. CI), che divide 
per metà il lato opposto AB; nel caso che sia dato l’an- 
golo diviso, ed i lati AC, Gli , dici lo comprendono. 



Essendo 



CD 



BD Sdii B 
$eu. BCD 



.AD scn..'V 
■I seii. À(.!D . : t 



1- 



saranno uguali queste due espressioni diverse della CD; e peteiòr 
essendo BD = AD starà 

scn. BCD ; scn.ACD : ; sen.B ; sen.A ; ; AC ; BC 
c quindi - ■ ' 

AC-j-BC : AC — BC sen ECD-[-sen. ACD : sen.BCD — sen.ACD 
: : tang. '/j ( BCD-f-ACD ) : t.mg. y'v( BCD — A( D) ; clic per- 
ciò si farà nota tang. ‘/^ ( BCD — ACD ) [XI. G[. c per mez- 

zo di essa sarà poi facile il rilevare i valori degli angoli ACD , 

BCD. 



I 

I 

1 
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CAPITOLO IV. 

« 

« 

I)i ÀLCuKi ìltki Citi nr cui lb tbb parti date per lì iis*' 

LUZIOKE DI UM TIUAKGOLO SONO DIVEBSAHEfiTE C0MBI5ÌTE. 



dire l»! principali combinazioni di tre parti di un trian- 
golo nccMiarie per la determinazione delle rimanenti , del quale 
oggetto si è trattato nel Cap. II. del presente Libro , possono 
anche aver luogo per la risoluzione del triangolo diverte altre 
combina/ioni di dati , delle quali passeremo ad esporne alcune ne' 
seguenti Problemi. Queste tali combinazioni debbono però esser 
sempre tùli , che implicitamente coulengano Ire parti date del 
triangolo , ciascuna indipendentemente dalle altre due. 

I>ROPOSIZIONE XIY. 

* * ■ ♦ 

'Problema. 

§5. Nel triangolo BAC ( ^g. tc). ) sicno dati ì la- 
ti .il) , AC , e la somma , o la dilTcrciiza degli angoli 
B , C alla base ; si vuol risolvere il triangolo. 

Poiché AC-j-BA ; AC — AB ;; tang. — ;tang. ; perciò 

C+C B— C 

|c e no'.a ^ si otterrà ^ ; ed al contrario. 



i' 

* 



Di:. 



:* / Gl H V’ 
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PROPOSIZIONE XV, 

PROBLBMA. 

96 . Risolvere il triangolo BAC ( Jtg. 19. ) in 
cu sieno noti gli angoli , ed AG -f. AB , o AC — AB. 

Si otterrà la differenza de’ lati AC, AB, te era data la soni'- 
pia di etti , o al contrario la somma te n' era data la differenza, 
per mezzo della tcguciite analogia 
B-f-C B— C 

tang.— ^ — : tang. — - — AC+AB : AC — AB 
PROPOSIZIONE XVI. 

PROBLElia, 



97. Le cose date per risolvere il triangolo BAC 
(v^o* ' 9 * ) l’angolo A ,il lato BG che lo sotten- 
de , ed AC -|- AB , o AC — AB. 



Parte I. Sia nota AC — AB. E poicliè sen A , tcn. B , 
e ten. B — sen. C sono in ordinala ragione con BC , AC ed 
AC — AB, sarà 

sen. A : sen. B — sen. C BC ; AC AB 

eperciòBC= ^ AC -AB ) _sen.(B+C)( AC - AB ) 
ten. B — sen C scii B — sen C 

■ _ a sen 'A ( B+C) cos. ./^ ( B-f-C ) ( AC — AB ) 

2 seti l/a ( B— C ) cos i/j ( 8-f-C ) ‘ 

= ' a ( B-f-C) ( AC— AP.) 

sen. </,(B — C) 

Or sen. 'ft ( B-f-C ) =; cos. i/a A. 

Aduinjue sarà 



SCO 
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StEMERTI 

Parte li. Sia or data AC-|-ÀB. Ed essendo come poc'anzi 
scn. A ; scn. B -j- scn. C ; ; BC ; AC -)- AB 
sarà facile per mezzo degli stessi passaggi di poc’ anzi di ottenere 
la seguente formola 

co.. ,/. ( B-C ) = f , 

' Scotto!. 

. ■ 98. Ottenutosi r angolo eh’ è semidifferenza di tjuelli alla 

base del triangolo proposto , cioi i ( B — e ) , la determinazi*- 
iic de’ Iati AC, AB ne segue immediatamente ; poiché nel caso 
della l’arte I. del Probi., ove supponesi nota la AC — AB , la 
formola della Parte li darà il valore di AC-j-AB : ed al con- 
trario, supponendo nota la AB-j-AC , come nella Parte II. , la 
formula della Parte I. darà il valore di AC — AB. 

S e o 1, I o II. 

99 II triangolo proposto si sarebbe potuto risolvere pren- 
dendo sul Iato CA f ao. ] la CE=iC.\-j-AB , o a CA — 
AB \ e poi risolvendo il triangolo BEC in cui verrcbl)c ad esser 
rlato r angolo in E , eJ i due Iati BE , BC ; ma la prima solu- 
zione è preferibile. 

i PROPOSIZIONE XVII. 

PROBLEMA. 

100 Sieito dati nel tri.tngolo BAC [ /?g. 20 ] Tan- 
go lo in e , il lato adj.icente Gli , e la somma o la 
differenza degli altri due lati , risolverlo. 

^.Si prenda nell’ altro lato CA deH'aiigolo dato C la CE= 
CA + All , o a CA — AB , e giungasi la BE ,' si faranno, 
noli nel triangolo EBC due lati e l’angolo compreso ; clic per- 
ciò fsso |)olià risolversi : ed é pur f.n;ile il ravvisare come da tal 
r.S'. lizioiic si possa pas.arc a <piclla del Ir.atigolo proposto ABC. 



e. 
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PROBLEMA. 



. ,101. Risolvere il triangolo BAC [ fig. it. Jiiicui 

sieno dati il lato BA , 1 ’ angolo C ad tj>so opposto , ed 
il rettangolo de’ lati BC , CA che lo comprendono. 



- Eitondo BC’-j-CA’ =AB’-J-»rCxCA co«.C , i.* 

sarà (BC.pCA)‘=AiJ’-j- 2 BCxCA ( cos C-f-i ) 
c (BC— CA)’=AB*-|- 2 BCxCA ( cos.C— I ) 
donde sì ricaverà ^ ^ 

BC+CA‘= V [ AB^+^rCxCA ( cos r+i ) ] , 

BC — CA = \/ [ AB’-)- 2 BCxCA ( cos C — i ) ] 
dalle quali dac ultime c(juazioni c tacile il rilevarne i valori 
delle BC , CA. 

Volendo poi il valore degli angoli in B , A indipcndenfc- 
nientc da quello de’ lati BC , CA, si procederà nel seguente modo 
BA ; sen.C ; ; AC: son.B ; ; BC : scn A [ ji5. j. 

. Laonde sarà BA’ : seii 'C ;; ACxBC : sen.A sen B. 
scn B = >/, cos. ( A— B ) — t/a cos. ( A + B ) [ (il . 1 V. ] . 
t/a cos. ( A-B) + ./. cos. C : che psrciò se questo valore s’ in- 
troduca u«ir aualogia di sopra , si avrà da essa 

, , „ ^ aACxBC seii ’C 

cos( A— B ) = cos.C. 

Laonde avendo il valore di cos ( A — B ) , cd essendo pnr nolo 
*r altro di cos (A-|-B), ;i potrà agevoiiucnto olitiiere gli ango- 
li A , B. 1 
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•^OPOSIZIONE XIX. 

P a O B L E M A. 

ioa. G)noscendo i tre angoli di un triangolo , e 
la somma de’ tre lati , risolverlo. 

a 

Estendo BC , CA , AB [ 1 1 .] proporzionali con sen.A, 

tcn.B , Kn. Cj ti avrà , per la tt del l.ib. V. di Euclide, 

tea A-|-sen.fi-|- sen.C : len.A :: £C-f-CA-{-AB : BC 

... sen. A (BC + CA+AB) 

e quindi BC = 5 

’ se’;. A -)- sen B-J- ten C 

E similfflcote ti determineranno gli altri due Iati. 

PROPOSIZIONE XX. 

raOBLXKA. 

lo5. Risolvere il triangolo BAC ( _/fg.i i , in cui 
sìa data l’ aja , 1’ angolo in B , ed il lato BC. 



»M* 

S’indichi r aja per M*, sarà AD e perciò . . 



AD 



aM 



BA =— -= ■■ A 7 r~ì il rimanente lato AC, e gli al- 

sen.3 BC tea. B ’ ’ ® , 

tri angoli in A , C del triangolo proposto si potrarao facilmente 
determinare . 
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PROPOSIZIONE XXI. 
Problema. 



104. Risolvere il triangolo RAG ( if. )> io 
cui sieno dutì l’ angolo BAC , il lato opposto BC , e la 
perpendicolare AD sopra di questo. 



S'indichi per A l’intero angolo BAC. E poichi 

, rara perciò 



„ AB sen A AD 
aen. C = . e 



(cn 



un 



BC 
AD sen. A 



. B. ten ( A-|-C ) ' 



; e quindi 



AD sen. A r= 



BC sen. (A-f Q)’ ■ ■* BC 

sen.( A-|-C ) sen. C ~ cos. A— '/j cos. ( aC-^A ) » il quale 

pareggiamento si ottiene per mezzo dell’ equazione iv. del n.‘'6r. 

col porre in questa ip=A+C, e 6=C. Laonde sarà cos.(aC+A) 

. aAD sen. A r. n 1 . 

— — (ÌB Dalla quale equazione si ha l'angolo 

aC-f-A, c quindi il solo angolo C; e dualmente l’altro B, 



PROPOSIZIONE XXII. 



PROBLEMA. 

io 5 . Risolvere il triangolo BAC [ 11. ] in cui 

sia data la base BC , l’ altezza AD , e la difierenza d&< 
gli angoli C , B alla base. 

Esprimasi , per faciUtazione del calcolo , BC per aa , ’AD 
per i , BD — DC per ux , che perciò sarà BD=a>{-x , finr— 
« — X , « la tangente nota di C— B sia dinotata da /> 

w «Il DA Ò 

£ poichà lang. C s* ^ ' [ 19. ] } e similmente 




$1 



SI. EMENT I 




tans B 



DA h__ 

JJàJ U-^jC 

h H 



sarà . . . • 



tang. ( C— D ) = 



a — X 




ai.r 
— x' 



[5o.] 



dalla qual’ equazione s.ari agfvol cosa il rilevare il valore di x, 
e quindi quelli di RI) , DC , per inez/o de' quali potrà poi 
complelàmeiite risolversi il proposto triangolo. 

.. 'Scolio. 

l(|R.’'ìl procedimento per la soluzione sarebbe lo stesso , se 
invece della 'dlHerciiza , fosse data la somma degli angoli C , B 
alla base. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

* ^ •- 

r n O B L E M A. 



107. Risolvt-re il triangolo BAC ], dato 

l’aDgolo BAC, l.i soiiiinn Bz\.-j-zVC de lati cliv lo com- 
prendono, e la ficrpendicolarc AiJ , die dal vertice di 
quell’ angolo cade sul lato opposto HrC. 



Pongasi BA4-.\C=:2a, B.A — AC=2.t , che pcrciA sarà e- 
spresso il Iato AB da e l’altro AC da a — .e: sia poi la 

AD espressa d^ ^ c* ’l coseno dell’ angolo dato BAC da p\ sarà 



«.T. ad b 

cos. BAD = — = ■ 

BA a-j-a; 



r*n 

e cos. CAD=7^= 

AC a — X 



Ond'è, che sarà poi sen.BAD 
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« sen. CAD = — ^ [ {a — x)' — b' ] ; clic perciò csscn- 
a — X 

do cps. BAC c= p , sari 

U —a.' M —X 

cioè p {a' — a') = [ (a’ — ar’)’ — 2^’(a*-4-af’)+i') ] 

Dalla qHal'equazione ottenutosi il valore di x , si venà ad aver 
quelli de' lati DA, AC , ed il.-preposto triangolo resterà risoluto. 

S c o L I o> 

. 4 

108. Nel modo st<^^^^ sarebbe risoluto il Problema , s® 
invece di BA AC fosse si'atà’'dafa, BA — AC. 

S C Gf*L IO GENERALE. 

109. Ne’ p^lcmr- precedenti tutte le volte che co’dati pro- 
posti non si trova determinata qualcheduna delle parti del trian- 
golo , bisogna , che questa si cerchi cogli ovvj priiicipj esposti 
nel Cap. II. del presente Libro , dopo di aver esibite quelle , 
che nel problema si trovano determinate ; essendo questo per <juc’ 
casi , il mezzo più conveuiente per riuveniile. 



■ii m i H W m WCWWWiii 
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LIBRO III. 

» P TBIANGOLI SFERICI. 

CAPITOLO I. 



BBFINIZIOHI , B HOZIOM PBBLIUIXABI. 



PROPOSIZIONE I. 
teorema. 

110. La comune sezione di un piano e di una sfe- 
ra , è un cerchio. 

La sfera BFAE [fig- ai. ] sia segata dal piano ABC, 
sai quale dal centro O della sfera tirisi la perpendicolare OD ; 
c presi ovunque nel perimetro della sezione ABC i punti B, C, 
giungansi le OB , OC , DB , DC. E poiché la OD è per- 
pendicolare al piano ABC , gli angoli in D saranno retti 
£ dim. 3. XI. ] ; e perciò i due triangoli rettangoli ODB , 
.01X1 , arendo uguali le loro ipotenuse OB , OC , ed il cateto 

5 



Digitized by Google 




SLKUKirTI 



fl6 

OD cornane , dovranno avere anche ngnali "gli altxf cateti DB ,■ 
DC. Laonde tutti i punti del perimetro della sezione ABC tono 
equidistanti dal punto D , eh' è dentro di tal sezione *, quindi 
essa sarà un cerchio , ed il punto D ne sarà il centro — C.B.D. 

Corollario I. 

III. II centro di ogni cerchio , che rappresenta la sezione 
fatta ih una sfera da un piano , i dunque quel punto deve que- 
sto piano è incontrato dalla perpendicolare abbassatali dal centro 
della sfera ; e di più il quadrato del raggio di questo cerchio è 
quanto la differenza de' quadrali del raggio della sfera , e della 
distanza del centro di essa da quello dcUa sfera. 

Corollario li. 

Il 3. Ciò posto è manifesto , che a misura che si minorerà 
la distanza del centro di un di que’ cerchi da quello della sfera y 
maggiore si farà il cerchio; e che questo diverrà il massimo , al» 
lorchè il piano che sega la sfera passa per Io centro di questa : 
che perciò 

Il 3 . Dry. I. Tutti que' cerchi che hanno per centro quello 
della sfera si dicono massimi , e si chiamano poi cerchi minori 
tutti gli altri. 

li 4 - Cor. I. Per due punti della superficie di una sfera, clic 
non sieno diametralmente opposti, non vi passa che un solo cerchio 
massimo ; poiché il piano di questo, dovendo passare anche per 
lo centro della sfera , viene a passare per tre punti , non posti 
in linea retta , e perciò è determinato [ a. XI. ]. 

11 5 . Cor.3.,Di più due cerchi massimi intersegandosi in una 
linea retta , che passa per lo centro comune di essi, e perciò è rns 
diametro , debbono dividersi scambievolmente per metà ; e le lorft 
circonferenze si verranno ad iniersegare alla distanza di i8o®. 

1 16. Def. 1 1 . Quel diametro della sfera , eh' è perpendico- 
lare al piano di un circolo massimo , si dice tuo asse ; e gli 
estremi di un tal diametro ne sono i poli. 
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Questi punti si dicono anche poli di tutti gli altri cerchi 
paralleli a quel circolo massimo. 

jij. Cor. È chiaro dall'adJotta definizione, che; due cerchi 
massimi non possono avere un medesimo polo', poiché altrimenti 
la congiungente un tal polo col loro neutro comune , sarebbe 
perpendicolare a due piani diversi. Di piu , che, se per gli poti 
di un cerchio massimo ne passi un altro, gli archi di questo 
frapposti tra l'un de' poli e la circonferenza del primo cerchio 
debbono essere di 90°. 

PROPOSIZIONE II, 

. I 

T B O R E K A. 

Iid. Il raggio di una sfera sta a quello di un di 
lei cerchio minore , come il raggio trigonometrico al 
seno dell’arco di cerchio massimo , ch’c tra la circonfe- 
renza del cerchio minore ^ ed il polo di esso. 

Sia ABC [ fig. ai. ] un cerchio minore, il cui polo sia 
E ; sarà il suo raggio DB seno dell' arco BE £ io. ] ; ma nel 
triangolo rettangolo BDO sta l’ ipotenusa GB , cioè il raggio 
della sfera al cateto BD , come il raggi* trigonometrico al seno 
dell'angolo BOD , 0 dell’ arco BE. Adunque fc. C. B. D. 

COBOLLAKIO. 

1 19. Essendo i raggi di due cerchi come le loro circonferen- 
ze [^scol.prop 'Ò.Arch, ] e quindi come le 6ome parti di queste, 
cioè come i loro gradi ; ne segue , die : il grado di un cerchio 
massimo sta a quello di un cerchio minore , come il raggio 
■trigonometrico al seno dell arco di cerchio massimo , eh' è tra 
il cerchio minore ed il suo polo. 

lae. Dtf. III. L'angolo sferico è la scambievole iucliot- 
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xione di due archi di due cerchi massimi sulla 'superficie di una> 
slicra . 

l'ii.Dcf.iy. Il Triangolo s/crìco è poi quella porzione di 
Superficie sferica , eh' è terminata da tre archi di tre carchi 
massimi , 



P R O P O S I X I O N E UI. 

T E O n K M A. 

iss. Se in due cerchi disuguali si adatti una stes- 
sa corda ; 1' arco più piccolo , che questa troncherà dal 
maggior cerchio , sarà minore dell’ arco più piccolo y 
che la stessa taglierà dal cerchio minore. 

Sieno ABK, ABH, [ fig. 22. ] i due cerchi , cd AB la 
loro corda comune ; e quindi A , B que’ soli punti ne’ quali si 
potranno iiiterscgare le loro circonferenze [io. III. ] . Per 
gli loro centri F , G si tiri la linea retta EcHK , e giungansi 
le BH , HA , BK , KA; inoltre si tiri la AeL , c finalmente 
giungansi le Bc, BL. E poiché gli angoli AcB, AKB fanno due 
Tetti , del pari che gli altri ALB , AHB [ 22. HI. ] ; per- 
ciò quelli saranno uguali a questi. Ma 1 ' angolo AKB è minore 
dell’ angolo AHB [21. I. adunque l'altro angolo AeB 
dovrà esser maggiore di ALB -, e quindi il punto e dell’ arco 
AeB dovrà cadere al di sotto dell’ altro arco AEB . E lo stesso 
dimostrandosi per ogni altro punto dell’ arco AcB, ne segue per- 
ciò , che r arco AEB dovrà esser maggiore dell’ altro AcB. — 
,C. B. D. 



A L I T E R 

1 x 3 . I due cerchi proposti AED , iEc \_Jig‘ a 3 . ] , si 
supponga che si tocchino al di dentro in E ; tirisi la rctt» 
per gli loro centri , c $' intendano nell’ uno , e 
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cercliio applicate le corde uguali BC , he perpcndicolarmcjite al- 
la retta EFG : è chiaro che se il centro F del*ccrchio iEc si 
supponga scorrere nella retta FE , finché il punto K passi in 
cioè finché la he coincida colla BC , ed i punti b , c cadano 
sopra gli altri B , C ; in tal caso 1’ arco bìLc dovrà necessaria- 
ncnte comprendere l' altro BEC , c quindi esserne maggiore. 

Corollario. 

1 a4* Adunque ; t arco di cerchio massimo minore della 
semicirconferenza rappresenta la minima dis lonza ■, sulla super~ 
fide della, fera , ira i due punti pc' tfuali esso passa. Perciòi 
r arco di cerchio} massimo è la misura naturale ed unica , an- 
che perchè costante , di ogni distanza sferica , e quindi adopransà 
esclusivamente archi di cerclii massimi per lati de' triangoli 
sferici . ' 

, Scolio. 

laS. Che Tarco circolare AEB fig. ay. ] , sia maggiore 
dell’ altro AcB , si rileva facilmente del principio i*. stabilito n«* 
Teoremi di Archimede ; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli archi AEB , AcB le tangenti AY , AX 
nel punto A dov’ essi s’ intersegano , e poi tirisi la AZ , che 
divida comunque 1’ angolo YAX compreso da quelle tangenti ; 
una tal linea retta non potrà intersegare , che il solo arco c- 
steriorc AEB. Dal che chiaramente risulta , che si possa in- 
scrivere in questo un perimetro , che non abbia di comune col- 
r arco AcB , che i soli estremi A , B . Ed è facile il vèdere , 
che si possa anche circonscrivcr sempre all’ arco AcB un’ altro 
perìmetro di cui due lati sicno parti delle tangenti tirate ' per gli 
punti A , B , e che affatto ^iion interseghi quel primo . Or è 
chiaro che essendo 1’ arco AEB maggiore del perimetro in esso 
inscritto , sia anche maggiore dell’ ^altro perimetro circonscritto 
arco AcB , c quindi di isn tal sprcs. 
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PJIOPOSIZIONE IV. 
teoremi. 

laG. Se in una sfera si tirino i tre cerchi massimi 
ADD, AEB, AFB [Jìg. i4- J > * quali abbiano lo stesso 
*■ «liiinictro AB ; gli axigoli sferici in A , o in B , che ven- 
gono formati dalle circonferenze di questi cerchi , sa- 
ranno proporzionali agli archi DE , EF dell’ altro cer- 
cliio massimo , dia lia per asse la AB, e che sono po- 
sti tra le circonferenze di qiic' primi cerchi : cioi , sa- 
rà r angolo DAE all’ altro EAF , come 1’ arco DE al- 
1' arco EF. 

Imperocché si prenda l'arco DC=Dbl , e 1 ’ altro FG=EF, 
s' intendano de scritti per gli punti C, G gli altri cerchi mas- 
simi ACB , AGB : è chiaro , che se il punto D passerà in E , 
I’ angolo sferico CAD combacerà coll’ altro DAE j che perciò 
«ssi saranno uguali. E similmente l’ angolo GAF sarà uguale all’ 
alti'o FAE. Laonde l’angolo CAE e l’arco CE saranno ugual- 
)uenl<* multiplici dell' angolo • DAE e dell’ arco DE ; come pure 
l’angolo EAG e l’arco EG , saranno ugualmente multiplici 
dell’ angolo EAF e dell’ arco EF. Ma è poi vero, che l’angolo 
CAE uguaglierà, sarà maggiore, o pur minore dciraugolo EAG, 
secondo che l’arce CE sarà uguale , maggiore, o minore dell’ 
arco EG. Adunijuc dovrà stare 1 ’ angolo DAE all’ angolo EAF, 
come l’arco DE all’arco EF [ d^, 5. V. ] — ■ C.B.D. 

Corollàrio. 

127 . Gli arclù DE , EF csscado proporzionali agli angoli 
sferici DAE , EAF , potranno prendersi per loro misura : che 
perciò l’ angolo sferico DA E sarà di tanti gradi e minuti , quan- 
ti BC cOBlienc l’ arco DE. dello $te$(0 DUBiero di padi c 




n I T ■ IC 6irO H E Tlll A. L I B. 3 . 
ninuti è pure l’angolo DOE al centro Jel cerchi* 
qual angolo mitura l' incl inazione del circolo BEA 
BDA •, quindi ; ogni angolo ^erico è dello stesso 
gradi e minuti deir angolo d inclinazione de' piani 
le circonferenze de' quali comprendono t angolo sferico. Che 
perciò potri tempre prendersi questo invece di quello. E sicco- . 
me te tirimi a’ cerchi ADB , AEB le tangenti AL , AM nel 
punto A , r angolo LAM è quanto 1 ' angolo DOE ; perciò an-i' 
che t angolo LAM compreso dalle tangenti i lati di un ango- 
lo sferico DAE nel vertice di esso , si può prendere per equi- 
valente deir angolo sferico. 

Scolio 

ia 8 . Estendo di 360” l'intera circonferenza HEK , anche 
di 360° dovranno essere tutti gli angoli sferici , che si verranno 
'a formare in A da quanti cerchi massimi ti vogliono. E cosi si 
potri dim*strare , che ; gli angoli ferici verticali sono ugumli\ 
che : gli angoli ferici conseguenti sono uguali 'a due retti -, 
mi altre cose , che per brevità si tralasciano di qui rapportare. 





% 
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PROPOSIZIONE V. 

teorema. 

ng. Ogni lato di un triangolo sferico è minore di i8o®. 

Impcrorcliò sicuo Cn,DA [ due lati di un angolo 

sferico; e egli chiaro, clic per terminare un triangolo sferico, deb- 
bauo (|ucsti esser segati da un ter^'o arco AC, prima che si riuniscano 
in B, alia distaiua di 180° dal puuto D;Adunque ec.* — C.B.D. 

P R O P O S I Z I O N E VI. 

TEOREMA. 

i 3 o. La somma di due lati di un triangolo sferi- 
co *3 sempre maggiore del terzo- 

Sia ABC [Jìg- 26. ] un triangolo sferico. Si compia il 
circolo ADD , e preso l’ arco BE=iBC , si tiri la corda EA, la 
fpialc incontri in F il dianieiro BD , e giungansi le FC , CA. 
Or se il cerchio BED s'inlcnda rivolgersi dintorno al suo diame- 
tro BD , finché il punto E coincida coll' altro C , coinciderà la 
EF colla FC , e gli sarà uguale ; che perciò , siccome le CF , 
FA sono maggiori di CA , cosi sarà anche la EA maggiore del> 
la CA ; e quindi 1 ’ arco EBA , ossia CB-|-BA , supposto che sia 
minore della seraicirconfcrcnza dovrà esser maggiore dell’ arco CA. 
E se qucU’arco fosse maggiore della semicirconferenza, sarà mag- 
giore del suo supplemento a questa , il quale lo sarebbe dell'arc* 
CA. — C.B.V. 



Digilized by Google 




«I Tri G 0 HO ME T K I JL. Lll.3. 

. / .PROPOSIZIONE MI. 

teorema. 




i3i. La somma de' tre lati di un triangolo sferico 
ti sempre minore di 36o*’. 

Sia il triangolo sferico ADC i cui lati DA,T)C 

■i pndungh ino fino ad incontrarsi di nuovo in B; ed essendo AC 
minore di AB-j-BC , ed AB+BC=36o“— AD— DC ; sarà AC 
minore di 36o“ — AD — DC . Laonde aggiuntovi di comune 
AD+DC , sarà AC+AD+DC minore di iGo°—C.B.D. 

\ 

Coroeeario. 



i3a. Quindi si potrà sempre supporre, che un triangolo 
sferico sia la base di Un angolo solido , che ha per vertice il 
centro della sfera cui si appartiene un tal triangolo sferico , ed i 
Eui angoli SODO misurati da’ lati 21. XI. ]. 

PROPOSIZIONE Vili. 
teorema. 

i35. Se in nn triangolo sferico , preso per polo 
ciascun vertice de’ suoi angoli , si descrivano tre archi 
di cerchi massimi ; questi incontrandosi formeranno un 
altro triangolo sferico , i cui lati e gli angoli saranno 
supplementi degli angoli e de’ lati del proposto. 

Parte I. Imperocché essendosi descritto col polo A 
r arco DE , è chiaro che il punto E sarà distante per 90» dal- 
r altro arco FB , che perciò lo stesso punto E , è anche a 90“ 
Ji dittgiuà da B ; adunque U puLto £ sarà polo dell’ arco AB. 



I 
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pure si dimostra , clic D sia polo di AC , ed F di BC. 
posto , si prolun»lii Tarco AB in G , e l'altro AC in H : 
e poii hA GPi:=;yo”=J)H, sarà GE-^DII=i8o'’=DH-J-HE-j-GH 
— nK-f-Gil. Ma GH i misura dell' angolo sferico A [ ]. 

A U..XJUC DE ì- supplemento di A. Ed in simil guisa si dirao- 
sUcrà I sserc DF supplemento di C , ed FE supplemento di B. 

Pabte li. Si prniiiiigiii GA in L, saià GL misura dell’an- 
golo E. Ma GA=t()o°:=BL , e perciò GA BL , cioè GL -{- 
AB^riSo”. Adunque 1' angolo E è supplemento dell’ arco AB. 
Ed in simil malli) ra si dimostrerà esser l' angolo F supplemento 
di BC , c r angolo D supplemento di AC. 

Adunque se in un triangolo sferico ec.— C.B.D. 

PROPOSIZIONE IX. 



T E 0 a S H 1. 



i34- somma de' tre angoli di un triangolo sfe- 
rico , è sempre maggi ore di i8o®, e minore di 54o® ; 
cioè maggiore di due retti , e minore di sei. 

Parte I. Imperocché se la somma degli angoli di un tri- 
angolo sferico non é maggiore di i8o“; la somma de' lati del 
triangolo supplcmcntale sarà 3Co°, o anche di più. Lo clic ri- 
pugua [ i3i. ]• 

Parte II. Che se la somma di^li angoli di un triangolo 
sfi rico potesse pareggiar 54o°, cioè 6 retti ; o almeno l’un di es- 
si dovrebbe esser maggiore di due retti , o ciascuno de’ tre pa- 
reggiar due retti . F i' una cosa , e 1' altra è impossibile ; 
poiché in tal cafo ùi questa stessa grandezza dovrebbero anch'es- 
serc gli angoh leltibnci , clic rispettivamente gli pareggiano. 

Corollario I. 

i3S, Da ciò te^ue, che: prolungandosi t un dolati di ut». 
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triangolo sjcricu , V angolo esteriore é sempre minore 
interiori ed opposti. Poicliè questi insieme col terzo Rngolb^dfi 
triangolo fanno più di i8o° ; mentre quello insieme collo stesso 
terzo angolo tono uguali a 180°. 



Corollario II. 



i 36 . Che te uu triangolo sferico ha un angolo retto , gli 
altri due possono essere o anche retti , o ottusi , o pure acuti ^ 
ma in quest’ultimo caso ciascun di essi dee esser sempre mag- 
giore di 45®. 



Scolio. 

137. La somma degli angoli di un triangolo sferico poten- 
do variare da 180* fino a 54 o®, ne segue , che nc’ triangoli sfe- 
rici non avviene come nc’ rettilinei , che dati due angoli è dato 
anche il terzo : che perciò i tie angoli di un tri.ingolo sferico 
non formano due dati , come ne’ rettilinei -, ma tre distinti. 

PROPOSIZIONE X. 

e 

teorema. 

138. Due triangoli sferici che hanno i lati uguali 
l’un l'altro, c che sono nella stessa superficie sferica, 
hanno anche uguali gli angoli compresi da’lati ugnali. 

Cas. Sicno BAC, bae [^g.s8.o.i.], i triangoli sferici proposti 
• primieramente i lati uguali corrispondenti alla stessa parte , cioù 
£A sia uguale a ba, CA a ea, e BC a bc. Sia inoltre O il centro 
della sfera alla quale essi si appartengono : e da questo punto s’ 
intendano condotti i raggi a' vertici degli anguli de’ proposti tri- 
angoli. É chiaro che si verranno in tal mqdo a costituire nel pun- 
to O due angoli solidi compresi ognuno da tre angoli uguali, I’ 
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un ^ altro, elle perciò questi si potranno far combaciare; ed al-* 
]<ylK^adià il punto a in À , c in C , i in B: quindi il triango- 
lo sferico bac cumbacerà culi' altro 6ÀG ; e perciò gli sarà u* 
guale. 

Cas. Che se que.' Iati uguali non si corrispondano , come si 
■vede nella figura aS. n. a., ove il lato BC del triangolo BAC 
è da una parte , e 1’ uguale bc nell' altro triangolo bac è dall’ 
altra; in tal raso i chiaro, come la figura stessa lo rappresenta, 
che i due triangoli sferici 11 AC , bac sieno propriamente quelli, 
che sottendono due augoli solidi verticali posti al centro O di 
una sfera. Or si vede , che il piano BÀ^a s' inclina all'; altro 
BC bc sotto un angolo , di' è uguale sì a quello compreso dagli 
aicbi BA , BC , die dagli altri ba , bc. Laonde i due angoli 
sferici ABC , abe $r>no tra loro uguali. E similmente si dimo- 
strerà, che sia l’angolo ACB uguale aU’altro orò, c l'angolo BAC 
Uguale a bac. Adunque ec. — C.B.D. 

G0XOLI.A.R10. 

• • 

i3g. Da questa proposizione se ne deriva l’altra, che: Se 
due triangoli ^erici, i quali sono nella stessa superficie sferica 
hanno gli angoli uguali , l'un C alUo\ avranno anche uguali , 
tun r altro , i lati che sottendono questi angoli. Poichò avendo 
i triangoli proposti uguali rispeltivameiite gli angoli , i loro sup- 
plcmentali avranno uguali rispettivamente i lati : quindi dovranno 
essere equiangoli ; e perciò i loro supplcmentali, cioè i proposti, 
saranno equilateri Ira loro. £ ciò costituisce una differenza csscn* 
liale de’ triangoli sferici da’ rettilinei. 
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•PROPOSIZIONE XI. 

T X O R X K !• 

l4o. Due triangoli sferici , che sono sulla medesi- 
ma sfera , se hanno due lati uguali a due [lati , 1’ un 1’ 
altre , e 1’ angolo compreso uguale all’angolo compreso; 
arranno la base uguale alla base. 

Cas. Sicuo ABC , abe i triangoli sferici proposti , e sieno 
«ssi primieramente tali , che i lati uguali si corrispoiulano in 
modo , che sia BA= ha , BC = . e 1' angolo B = ^ . 

Giungansi le .OA, OB , OC, Oa, Oh , Oc. E poiché l’ango- 
lo sferico ABC è uguale all’ altro abe , i piani ObC , Ohe si 
dovranno similmente inclinare agii altri AOB , aOb\ che jKrciò 
se r un angolo solido si ponga dentro l' altro , essi dovranno 
combaciare ; ed i pùnti A, C cadranno negli altri a , c. Adun- 
que r arco AC coiuciderék coll' altro ae , e gli sarà uguale. 

Cas. a. Che se quei triangoli non sieno similmente disposti» 
come gli dinota la figura corrispondente , allora congiunto anche- 
il centro O della sfiera , cui essi si appartengono , co’ punti A , 
B, C, a, b, Cf i chiaro, che essendo gli archi BA, Bi] uguali agli 
altri ab , bc , sien pure gli angoli AOB , BOC ugnali agl i altri 
aOb , bOc^ ma di più i piani AOB, aOb sono similmente in- 
«dinati agli altri COB , cOb ; poiché gli angoli ABC , abo si 
sono supposti uguali. Adunque ò facile il vedere^ che, se ponga- 
si il raggio BO in diretto coll’ .nitro Ob , dc'oha il raggio AO 
essere in diretto con Oa , e CO con Oc : che pcrciù gli angoli 
AOC , cOa saranno uguali ; e quindi anche gli aiclu AG , ac, 
^ C.B.D. 
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PROPOSIZIONE 2Ln. 

T E O B E M 1. * I 

l4i> Se due triangoli sferici di una stessa sfera , 
hanno un lato uguale ad un lato , e gli angoli adjaceu> 
ti a questi lati sono anche uguali ; saranno pure uguali 
i rimanenti lati , 1' un 1’ altro, quelli , cioè, che sono 
opposti agii angoli uguali. 

Cas. X. Primieramente i proposti triangoli sferici BAC, 
bac[ fig.ì%.n.\. jtu'no disposti in modo , che si corrispondano 
gli angoli uguali , talché essendo BA uguale a ba , sia 1' ango- 
lo BAC=:Àac , c r angolo ABC=o3c ; - è manifesto , eh’ essi si 
potranno far combaciare ; e perciò sarà vero ciò che si è qui 
sopra enunciato,. 

Cas. a. Che se gli angoli uguali non si corrispondano; allora 
è chiaro, che, congiunti i vertia degli angoli di ciascuno de' tri- 
angoli col centro O [ fg.tS.nt'i. ] deUa sfera, se suppongasi , 
che gli angoli uguali AOB , iOa sieno verticali ; debbano , per 
r uguaglianiia degli angoli sierici CBA , eòa , i piani ROC , 
bOc esser similmente inclinati allo stesso piano ABba : che per- 
ciò questi ne costituiranno un solo; ed un solo piano costituiran- 
no , per la stessa ragione, i due altri piani COA , aOc. Adun- 
que le CO , Oc' rappresenteranno una sqla linea retta ; e quin- 
di saranno uguali sì gli archi BC , bc , che gli aitò CA ,, 
ffl. — C. £. O., 
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PROPOSIZIONE xm. ’ 

■X B O ■ E M 

il\ì. Gli angoli alla base di un triangolo sferico \- 
soscele sono nguali tra loro. 

Ed un triangolo sferico , che ha due angoli ugua- 
li , ha pure uguali i lati che oppongonsi ad essi. 

PiRTE. I. Si divida per metà in D [fg. 39. ] la base 
BC del triangolo^ sferico ABC , e per questo punto , e [>er 1 ’ al- 
tro A si faccia passare 1 ’ arco AD di crrcbio massimo ; è chia- 
ro che ì due triangoli sferici ÀBD , ACD , avendo i lati ugua- 
li , r un r altro, debbano avere anche uguali gli angoli in B , 
C , i quali sottendono gli uguali lati AC , AB. 

Parts u. Il triangolo sferico BAC [ fig. vj. ] , avendo 
uguali gli angoli in B , C ; il suo supplementale DFE dovrà 
avere uguali ì lati EF , FD. Laonde anche gli angoli in D , 
E saranno uguali ; c per conseguenza uguali saranno pure i lo- 
ro supplementi , cioè i lati AC , AB del triangolo sferico pro- 
posto. 

Corollario I. 

143. Quindi; Un triangolo sferico , clt è equilatero , de- 
t>' essere ancK equiangolo j ed al contrario; Un triangolo sferi* 
00 equiangolo sarà equilatero. 

Corollario II. 

i 44 * più , dalla dimcstrazicne della Parte prima si ri- 
leva, che l'angolo ADB pareggi l'altro ADC [/g. 19 ]; cioè (he: 
In un triangolo sferico isoscele, l'arco di ceri Ino massimo, che 
passa per lo vertice del triangolo , e per lo punto medio della 
sua base , è perpendicolare a questa. 
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’ PROPOSIZIONE XIV. 

T S O « E H A. 

145. In Ogni triangolo sferico, il maggior angolo 
^ sotteso dal maggior lato , e il minore dal minore. 

11 maggior lato poi è sotteso dall'angolo maggiore, 
ed il minore dal minore. 

Parte I. Sia ADC \_fig. aS. ] un triangolo sierico , io 
cui Taogolo C sia maggiore dell' altro A ; e per mezzo dell' arco 
Cd si supponga fatto 1’ angolo ACd uguale a quello in A , sa*- 
rà r arco Ad=Cd ; e quindi 1' arco AD , eh’ i quanto Ad-f<fl), 
sarà uguale a Cd-j-dO. Ma Cd-{-dD è maggiore di CD [i3o. J: 
adunque anche AD sarà maggiore di CD. 

Parte II. Che se nel iriaiigolo sferico ADC , il lato AD 
suppongasi maggiore dell’ altro CD ; l’ angolo C dovrà esser 
tnaggiore dell’ altro A. Poiché nel caso che gli si supponesse 
uguale , sarcLLc l’arco AD=DC [ i4a. ] ; e supponendosi 1’ 
angolo C maggiore dell’ altro A , ne risulterebbe l’ arco CD 
maggiore di AD. E 1’ una , c l’ altra cosa ripugna alla supposi- 
zione fatta . 

Adunque in ogni triangolo sferico cc, — C. B. D, 
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TRIGONOMETRIA 



LIBRO IV. 

PRINCI?! DI XaiGOMOMETRIA SFERICA. 



CAPITOLO I. 



MinaP) GEKEaAi.1 pe« la »isolozio:»e de’ triargou ìfebicu 



146 Per brevità Jitiofercmo con A , B , C gli, angoli di 
un triangolo tferico , indicando queste lettere, quelle che sono 
al vertice di essi , e con a , b , c esprimeremo que' lati di un 
tal triangolo , che sono rispettivamente opposti a quelli angoli. 

147- 1. La Tngonometria Sferica dà le regole per 

risolvere su i triangoli sferici quello stesso Problema , che la 
Trigonometria Piana risolve su i triangoli rettilinei, cioè : Da- 
te tre di quelle che diconsi parti del triangolo sferico , non 
esclusi i tre angoli ■, determinare le tre parti che rimangono. 

Scolio. 

^48. Essendo sei le parti di un triangolo sferico , trìgona* 

6 

r 
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m<'!riramentr considerato , delle quali in ogni quistione ne deb- 
bono esser date tre, non esclusi,! tre, angoli; ne segue, che 
le comhina/imii delle parti date a tre jjer vidta , dovrebbero 
esser Muti, c l\la siccome in tali combiuaiioni alcune contengono 
la stessa specie di parli, esscndovenc sci nelle quali sono sempre 
dati due angoli , ed un lato opposto ad uno di essi- ; sei altre 
in cui sono datil due iati , ed un angolo ad un di essi opposto; 
e cosi pure tre in cui sono dati due angoli , cJ un lato adja- 
rcntc ; c Ire altre in cui sono dati due lati , e 1 angolo com- 
preso ; perciò lo venti com!>ina/.ioni suddette vengono ad esser 
comprese ne’ sei casi s -giienti , no' quali roslorà per conseguenza 
distinto il Problema generale sopra enuncialo. 

1®. Se sieri dati i tre lati. 

11®. O i tre angoli. 

Ili®. Se sicn dati due lati , e f angolo da essi compreso. 

IV». O pure due angoli, cd il lato che gli è adjacente. 

V®. Se sicn dati due lati , ed un angolo ad un di es- 
si oj' posto. 

VI®. O pure due angoli , cd un lato opposto ad un di 
essi. ' 

Or tutte le regole per la risoluzione di questi casi possono 
Aedui'si da’ tre seguenti Teoremi. .-. a»' 

O ^ . 

P R O.P O S I Z I O N e! I. 

't E O R K M A. 

Tn Ogni , triangolo sferico, i seni de’ lati sono 
come i seni degli angoli ad eSsi opposti. 

Sia CBA [Jig’ 3o. ] un triangolo sferico, ed i suoi lati 
CB, CA , AB sieno archi di cerchi massimi di una sfera , il 
cui centro sia S , e giungansi le CS , BS , AS. Ciò posto 
dal vertice di un qualsivoglia angolo C si tiri sul piano ad esso 
opposto A*>B la perpendicolare CD ; e poi da D su 4 lati SA , 
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Si? ti calino le pcrpcndicolaii DE, DF, e giiingansi le CE , 
CF. E poiché il piano DEC é pcrjv.nJicolarr ali’ altro SAB [i 8 .VI J 
ed SE , di' esiste in questo piano è perpendicolare alla loro 
comune sezione DE ; sarà perciò essa anche normale al piano 
CED [ XI. ]5 e quindi alla retta CE che giace in esso* 

Che perciò essendo le CE , ED perpendicolari , nello stesso pun- 
to E, alla comune sezione SA de' piani SAC , SAB in cui esse 

rispettivamente esistntio ; l’ angolo CED diaotcrù 1’ inclinazione 
di tali piani [ z/y. 6X1. J E similmente si dimostra, che 1’ 
angolo CFD sia quello d’inclinazione del piano CSB all’altro 
SBA. Laonde gli angoli CED, CFD, che rappresentano le in- 
rlinazioni de’ piani CSA , CSB , in cui e istono gli archi CA, 
CB , al piano ASB in cui è I’ arco AB , si potranno prendere 

per gli angoli In A , B del triangolo sferico CAB [ laj. ]. 

Or poiché nel triaiigolo rettilineo ( ED rettangolo in D, sta 
CE : CD : : R ; sci. CED [ 72 . ] 
c similmente nell’ altro triangolo rettangolo DCF , sta 
CD : CF ; ! sen CFD : H 
sarà , per equalità perturbata , 

CE t CF ! ; scn. CFD ; scu. CED. 

Ma CE , CF sotio rispettivamente i suri de-li archi CA , 
CB cioè A , a\ e gli angoli CFD , CED sono lo stesso che, 
gli angoli in B ed in A. del triangolo sferico CAB. Adunque 
jarà 

sen. & : sen a sen. B : sen. A 
£ similmente si dimostrerà , che sia 

sen a : scn c ; ; sen . A : sen C . 

Dalle quali due proporzioni si ricaverà linalmente « per equa- 
lità ordinata , la terza. 

scn b : scn c : : sen. B : sen. C 

Laonde i seni de’ lat. di uu triangolo sferico ec. — C.ZJ.D* 

Scolio' 

i5o. Dalle tre precedenti proporzioni si ricavano le ségueo- 
ti equazioui , cioè 
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itn.b sin. A-=.sen.a sci). B 
seri a scn. C=scn c scn. A 
seti, b scn Crrsen c sen. B 
IVr tnc 7 Zo delle quali si risolvono tacilmcntc i casi enun- 
ciati nc’ [necedenli numeri V . e VI. , come si vedrà qui ap- 
presso . 

PROPOSIZIONE II. 



A 



0 



teorema. 



i5i. Il cosino di un lato di un triangolo sferico, 
è ugnale al prodotlo de’ coseni degli altri due lati , ag- 
giuntovi il prodotto de’ seni di questi nel coseno dell’an- 
golo da essi compreso. , 



Si supponga fatto rappareccliio stesso del precedente Teo- 
rema , e poi dal punto E [fig. 3o. ] si tiri la EG perpendi- 
colo alla SB , c per D si tiri alla stessa SB la parallela DH. 

•• Ed essendo gli angoli GES , GSE uguali ad un retto , essi 
parc-gcianno l’angolo SDE , di’ è retto: laonde togliendone di 
^mune l’angolo GES , resterà 1’ angolo GSE, o I5SA uguale 



* Or nd triangolo EIID rettangolo in H , dev' essere HD = 
de scn. DEH = HE sen. BSA = DE scn. c ; ed è poi DE = 
ECsen ECD=EOcos.DEC=scn.i>cos.A. Laonde sarà HD=GF= 
sen. 6 scn. c cos A. Ma SG=SE cos. ESG=SE cos. c; ed 
SE=SC CCS ESC — I X cos. b , ( prendendo il raggio SC 
della sfera ABDC per raggio trigonometrico, e quindi =i). A- 
dunque sarà SG = cos. b cos- e. Per lo clic essendo SI* =SG 
4- GF , saia , sostituendo cos a ad SI , e per SG , c Ut o 
DII i loro rispettivi valori trigonomeUici quassù ritrovati , 

, cos a=co8.ù cos. c -{- sen. b scn. c cos. A 

E poiché tal dimostrazione ragge ugualmente per cos. a , 
che per «s. b,t per cos. c j perciò, trasmutando' neU’equazioi, 
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precedente l' a in ^ , o in c : ed al contrario , l' A in B , o in 
C , se ne otterranno le altre due 

cos. b — cos. acos. c-j- sen. a sen. c cos. B 
cos. c = cos. b cos. a -j- scu. b sen. a cos. C. 

£d in generale il coseno di un lato è uguale ec. — C.B.D. 



OROLLARIO. 



iSa. Se nella prima equazione di questo Teorema si sosti- 
tuisca il valore di cos. c preso dalla terza di esse , e raltrodi 

sen. c = ^ che si ricava dalla seconda equazione 

sen. A 

dello Scolio precedente , nc risulterà 

cos. a =z cos. b ( cos. b cos. a -|- sen. b sen. a cos. C) 

cos. A 

4- sen. b sen. a sen. C X r ' 

* Seu. A 

cos.A 

dalla quale, prcndeud* il valore di ^^^ cioè di cot. A, sarà 

i 

cos. fl ( I — cos. à*) — sen. b sen. a cos. b cos. C. 
cot.A ^ ^ ^ 

E ponendo in tal’ espressione sen. b' per i — cos. b' [35.] , 

cos. a cos. C 

cot. a per :: , e cot. C per si avrà 

“ sen. a * sen. C’ 



cot. A = cot. a 



sen 



.b 



sen 



•C 



sen. 

- cos. b cot. C 



E se in vece di eliminar dalla prima equazione cos. c , e sen.c, 
si fosse eliminato cos. b , e scu. b \ si sarebbe trovato ugualmente 



cot. A == cot. a 



cos. c cot B. 



sen. B 
Co RO LLARIO. 

i53. Eliminando similmente nella seconda equazione^ del 
Teorema cos. c , cseu.c, o pur cos. a, e sen. a , si otterrebbero i 



\ 
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due valori di cot, B analoghi a' poc' anzi rinvenuti per cot. A. 
E nel modo stesso , coir eli luinazione di cos. a, ten. a, o pur 
di cos. b., seti, b nella terza di esse , si otterrebbero due c- 
sprcssioni corrispondenti a cot. C , cioè si avranno le seguenti 
(juatlro formole 

sen. a 

cot. B ^ cot . i jT — cos. a cot C 

sen. L 

sen. c 

cot. B = cot. b r — cos- c cot. A 

sen. A 

. ^ ien. a 

■ ' cot. C = cot. c TT — cos. a cot. B i < 

sen. il 

sen. b 

cot. C = cot. c r — cos. b cot. A 

sen. A 

Ma tali formole di cot. B , e cot. C , come di leggieri si com- 
prende , e come Jo mostra anche la semplice inspezione di esse, 
si possono facilmente ottenere permutando nelle due già avute 
per cot. A, 1' A in B, o in C, c l'a in b, o in c. E noi in ap- 
presso, tutte le volte, che ottenutasi una formoli per un caso, si 
cercasiMTO le altre pe' casi analoghi , ci limiteremo ad indicare il 
semplice camLiaracnto di lettere, che dovrà farsi in quella, 
per ottener queste, 

Scolio. 

i5.^. Siccome, dato il seno di un arco, è anche dato il suo 
coseno ; cosi ciascuna delle tre cqu.izìoni del presente Teorema, 
la quale esj.rime il rapporto, che v'è tra un lato di un triango- 
lo serico cogli altri due, c coll’angolo clic essi comprendono, 
non ronttenc che solamente quattro grandezze indeicnninate ; e 
perciò è cl.iaro , che «late tre di queste si potrà determinar la 
qnar'a. Cisi, se si<n dati ncH.i prima equazione scit*. i , sen c , 
e cos. A , vale a dire due Iati , e 1’ angolo compreso , si potrà 
dctirmiiiare il terzo lato. E se fossero dati i tre lati , c quindi 
cos.n , cos.b , cos.c , sen.ò, sen c , si protrcLLcro determinar 
gli angoli , Qui appresso faiemo vedere, come per mezzo delle 
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«quazionj suddette , e di quelle de’ Coroll. si possano risolvere 
completamente tutti i casi contenuti ne’ num. I. elll. del §. i 48 . 

PROPOSIZIONE III. 

' TEOREMA. 

i55. Il coseno di un angolo è ugnale al prodetlo 
del coseno del lato opposto , ne’ seni degli altri due an- 
goli , toltone il prodotto de’ coseni di questi. 

Dinotino A' , B' , C' gli an>oli del triangolo supjilcmen- 
tale del proposto , /ed ù' , c' i lati di ess.) , strA 

cot,a'=zcoi b' cos e' sen.A' scn.c' cos A' [ i5i. ]. 

Ma cot.a' = — cos.A [ ao. ] ; cos b'~ — cos B; 

cos.c'= — cos.C , scn.i'=seu.B [ ii. ] ; sen.c'=sen.C 5 
co$ A'= — cos.a. 

Adunque , fatte queste sostituzioni , e poi multiplicaudo per 
— I il risultamento , si avrà 

cos. A=cos.rt scn Bscn.C — cos.B cos.C 
E cambiando iu quest' equazione una volta r A iji B , c 
l’a in i , ed al contrario; ed un altra volta l’ A in C , e l’rt 
in c , ed al contrario , se ne otterranno le altre due analoghe 
per cos.B , c cos C , cioè 

cos.B=cos.J scn. A sen.C — cos A cos C 
cos C=cos.c suu B sen.A — cos.B cos. A 

CoRatLARio 

i56. Se si facciano sull’ equazione 

cos. Arrcos.zi.sen.B sen.C — cos.B cos.C 
le stesse operazioni, che si sono fatte nel Coroll. i. del Teo- 
rema precedente, si otterranno per cot.rt le due seguenti espiTs- 
sioni , cioè 
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cot a cot. A- 
.col. a = cot. A 



icn B 

MO.C 

scn.C 
ten. b 



-f- cot. c cos. B' 
cot. h cos. C 



Nelle qnali, praticaudovi lo stesso cambiamento dì lettere 
poc' anzi indicato , se ne otterranno due altre analoghe per cot.i, 
é due altre per cot. c , che sono le seguenti , cioi 



, _ sen A , . 

cot. D = cot. B cot. c cos. A 

sen. c 

, _ sen C _ 

cot. b — cot. B U cot. a cos. (j 

sen a 

^ sen B . _ ' 

cot. c = cot. L. 1- cot. a cos. B 

sen a 



cot. c = cot. 



^ sen. A 
sen. b 



+ 



cot. b cos. A 



e questi valori di cot. a , cot. 'b , cot. e , si sarebbero anche po- 
tuto ottenere , risolvendo , per rapporto a tali quantità , V equa- 
zioni che si sono ottenute ne' numeri i5a, c i53, esprimenti i 
valori di cot. A, cot. B, cot. C. 



Scolio. 



Da ciascuna delle tre equazioni rinvenute nel presente 
Teorema si rileva , che dandosi in un triangolo sferico due ango- 
li , c '1 lato che g4 è. adjacente , si può determinare 1’ angolo 
opposto a questo. Cosi per esempio , nella prima di esse , dan- 
dosi sen Bj, sen.C , c quindi cos.B, ft»s.C , e di più cos.a , si 
farà nolo cos. A E dandosi i tre angoli , si potrà per mezzo di 
esse determinare ciascuno de' lati. Vale a dire che da questo ter- 
zo T'orcma restano risoluti gli altri casi compresi nc' num. 11. 
e_lV. del i.'JS, 
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CAPITOLO n. 

RlDfitlOirE DELLE FORMOLE PRECEDEHTI , KEL CASO CBS 
IL triàkcolo sferico abbia ok axgolo retto. 



i58. Le fonnole semplicissime, che si sono ne' precedenti 
numeri rinvenute , e per mtzzo delle quali con faciltà risolvonsi 
i triangoli sferici , come qui appresso faremo vedere , restano 
agevolmente modificate nel caso , che il triangolo sierico abbia 
mi angolo retto. 

Per ottener queste riduzioni, si supponga , che il triangolo 
sferico ABC [ fig, 3i. ] abbia retto I’ angolo in A ; e quindi 

che ne sia il lato a l’ ipotenusa : egli è chiaro che dovrik in que« 

sto caso esser sen. A = i , e cos. A = o. 

iSq Ciò posto, sostituendo i per scn. A , nelle prime due 
analogie recate in fine del n.” 149, esse si riducauno a queste 
altre 

sen.a : scn. 4 ;; i ; sen.B 

SCI! a : sen.c :: i : sen.C 

Dalle quali si rileva , che : In ogni triangolo fferico rettangolo^ 
il seno dclt ipotcnusa sta al seno di un lato , come il raggio 
al seno dell" angolo opposto ad un tal lato 

160. Inoltre ponendo o per cos. A nella prima equazione 
del n.° i5i , questa si ridurrà a 

cos. a = cos & COS. c 
e quindi si rileverà essere 

I : cos.i :: cos.c : cos.a 

cioè : Il raggio sia al coseno di un lato , come il coseno deU 
V altro lato al coseno dell ipotcnusa. 

161. Or le due formolc esprimenti cos. B, cos. C rinveau- 
nute nel numero i55. riduconsi nel presente caso a 
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CO*. B == coi.b scn.C 

cos. C = cos.r fen.B 

« queste due equazioni danno le seguenti analogie , cioè 
1 . I : CM.b :: sen.C : cos.B 

I : cos c :: sen.B ; cos.C 

ciascuna delle quali indica, che: Jl raggio sta al coseno di un 
lato , come il seno delV angolo adjaccnie al coseno deltango- 
lo opposto. 

i6u. Ponendo cos. A r= o nella prima equazione del n.° i55, 
essa diverrà 

cos. a sen.B sen.C — cos B cos.C = o 

che risoluta per rapporto a cos.a, dà 

cos. B , cos. C 

cos. a = -:c -77 

scn. B ' sen. C 

e quindi cos. a = tang. B = cot. C 

o pure cos. a — tang. C = cot. B 

le quali due equazioni si ottengono dividendo la prcredente , una 
volta per lo primo fattore del secondo membro di essa, ed un'altra 
volta per lo secondo ; e poi praticando le ovvie riduzioni. Final- 
mente da tali equazioni se ne ricaveranno le seguenti due analogìe 
I : cos.a :: tang.B ; cot.C 

I : cos.a ;; tang.C : cot.B 

ciascuna delle quali dà luogo al segtiente Teorema : Il raggio 

sta al coseno dell'ipotcnusa , come la tangente di un angolo 
alia cotangente dell altro. 

i63. Siccome essendo 1’ angolo A di 90° , il suo comple- 
mento è zero , così cot. A = o *, il qual valore sostituito nelle due 

espressioni di cot. a recate nel n.° i56, darà 

cot. a = cot.C cos.B 

* V cot. a = cot.i cos.C 

da'le quali dàc equazioni sì ricaveranno le seguenti analogie 
I : cos B :: cot c ; cot. a, cioè t: tang a : tang c 
T : cos C :: coti : cot a , cioè tang a : tang i 
Le quali indicano , che ; Jl raggio sta al coseno di un an- 
golo , come la tangente dcltjpotcnusa a quella del lato adja- 
ccnte ad un tal angolo. 
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164. Finalmente ponendo sen.A-=:i, e cos.A=o in que’ya-^ 
lori di coti, cot.c del numero i 56 , ne’ quali »i contengono t 
le suddette lince trigonometriche dell' angolo A , essi si tidurrau» 
no a' seguenti , cìoi 

, cot. B 

cot. 0 == 

sen. e 

cot. C 

cot. c =r r- 

teu. o 

e quindi sari 

I ; sen.c !: cot.i ; cot B , 0 sia tang.B : tang i j 

I ! sen i :: cot.c : cot.C, o sia tang.C ; laiig.c ' 

dalle quali due analogie si ha poi permutando , 

I : tang.B .: sen.c ; lang.i 
I : tang.C sen.i ; tang.c • 1 

cioè ; Il raggio sta alla tangente di un angolo , come il seno 

del lato adiacente ad esso alla tangente del lato cìte gli 
opposto. 

CoROLLaaioI. 

1 

1 65 . Essendosi dimostralo nella prima analogìa del prece- ' 
dente numero , che stia i : tang. B ;; scn c ; taiig i , siccome 
sen e è sempre dello stesso segno del -primo termine di questa 
proporzione, il qual rappresenta il seno massimo , cosi do\ri pu- 
re tang. B essere del segno stesso di taug.i. E similmente , rile- 
vandosi dalla seconda di esse , che tang C debba sempre essere 
del segno st'-sso di tangc, se ne potrà concliiudere , che: Ne' 
triangoli sferici rettangoli , ciaseun lato è della stessa specie 
clelC angolo , che gli è opposto \ cioè che il numero de’ gradi 
per ciascun di essi è o minore di ^0° , o pur maggiore. 

Corollario II. 

166. Inoltre nella sfess’ analogìa , essendo i >senc, dovrà 
essere anche tang B >tang.i. Quindi se mai i signi di qmste 
tangenti sjcuo positivi , cicè , c he B , h ;i'.uo archi ciasi-uais 
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aùnore di 90° , tari B > i ; i« poi saranno negativi , e perciò 
B , e ò ciascuno ma^iore di 90” , sarà B ò. £ verificando- 
«ì lo stesso per gli archi C , c j sarà vero , che : Ne' triangoli 
Retici rettangoli, ogni angolo ot/bliifuo n>n può mai essermi^ 
more, se acuto, maggiore, se ottuso, del lato che gli è opposto. 

Scolio. 

167. Le forinole di riduzione de’ numeri iSg, 160 , 161 ^ 
,h6a , i63 , 164, che abbiamo espresse anche in forma enuncia- 
tiva, pér renderle più ritenevoli , ed anche per mostrare la loro 
corrispondenza co' Teoremi di Trigonometria Sferica, che nelle 
ordinarie istituzioni di questa scienza si propongono , sono suffici- 
enti , come tra poco si vedrà , alla completa , e facile risoluzio- 
ne de' triangoli sferici rettangoli. 
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CAPITOLO III. 






Aprucizioira db' punapz stabiliti hb'ovb PKECEDEum capitola 
all' BPFBTTIVA MSOLDUOnE OE' TBIASOOLl SFERICI. 



i68. L« parti di un triangolo sferico possono in modo coip- 
binarsi tre a tre , come si è veduto nel numero i4B , che ne rn 
sulliuo sei casi asso'utameute diversi , alla risoluzione ■ de' quali 
sono sufficienti que'prìncipj, che dal i49- iu poi abbiamo sta-, 
biliti , come passeremo a mostrare ne' seguenti Intanto per 
serbare , per quanto si può , 1' uniformità di questo Trattato coil 
quello di Trigonometria Rettilinea , ed anche per proceder gra- 
datamente , incominceremo dalla 

Risoluziohe de' triancoli sferici REiTAnaoLi. 

i6g. Se un' triangolo sferico ÉAF avesse retti i due 
angoli sterici in E , F ; dovrebbero i piani de' cerchi ADB, AFB 
esser perpendicolari a>quello del cerchio IIEFK , al quale sareb» 
bc per conseguenza anche perpendicolare la comune sezione BA.' 
di que' primi ccrch'. Laonde il punto A, essendo il polo del ccr-<' 
cJiio UEFK , gli archi A£ , AF , che sono que’ lati del irian— ‘ 
goto sferico proposto , i quali sottendono i suoi due angoli 
retti , dovranno esser ciascuno di 90° : ed al contrario si vede 
chiaramente , che se i lati AE , AF del triangolo sferico EAP 
fossero ciascuno di 90° , gli angoli in E , F di tal trian- 
golo , opposti a que' lati , dovrebbero esser retti. Adunque in 
u n triangolo sferico , che ha due angoli retti , il valore de'lati 
opposti a questi si ha per la natui'a stessa di tal triangolo. Ma 
poiché di queste quattro cose date , due si hamio per immediata 
conseguenza dalle altre due j perciò non sono in realtà che due 
soli dati, c quindi non si potrà da erte risulveie un tal triango- 
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10 , cioi determinare il rimanente angolo , cd il Iato che gli ^ 
> opposto; tanto più, che come facilmente s* intende, questi dati 

possono appartenersi non solamente al triangolo EAF , ma ad ogni 
altro DAF , CAF , ec. , ne' quali il rimanente angolo , ed il 
lato op[)oslo ad esso si variano eoutinuamente. Quello che sola- 
mente si sa, ù , che il terzo Iato , cd il terzo angolo sono uguali 
tra loro, sicché dato rimo si ha anche I' altro : che perciò se 

11 terzo angolo EAF si fosse supposto anche retto , il lato EF 
sarebbe pure di c)o°. Vale a dire , che un triangolo sierico, che 
ha tre angoli retti ha tutti i tre lati di 90*^ , c quindi resta 
da sr stesso risoluto. Adunque non ci resta a considerare pel no- 
stro oggetto, che sulamciitc quei triangoli sferici rettangoli , che 
hanno un solo angolo retto ; il che eseguiremo uel scgueiiLe Pro- 
blama. 

PROPOSIZIONE IV. 

i 

; P K O B 1. e M i. 



170. In un trianf^olo sferico rettangolo, fiate due 
delle sue parti , oltre 1' angolo retto , delenuitiare le ri- 
manenti. 

Caso 1. 



Sten dati i cateti CA, AB [Jìg. 3 i. ] [ ù, e ], t si 
«creili r ipotenusa , c gli altri due angoli: 

I L', ipolennsa BC [ a ] resterà determinata per mezzo 
dell ’ equazione 

I cos.a ;= cos.b cose [lOo ] , 

dalla quale si farà noto cos.c , e l’arco a apparirà dalle Tavo- 
le. Se però ccs.rt risr.lti negativo, un tal arco sarà il supplemen- 
to di quello , che nelle Tavole si sarà rinvenuto [ao]. 

a°. L’ cogolo B , c r altro C si avranno poi mediante le 
due seguenti equazioni analoghe , P un 1 ’ altra , ricavate dalle due 
nnaloglie, anche tra loro, del n°. 164. 

tang. c 
tang. C =- 






9CQ.C 



sen. 
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Cbe se diasi un cateto AC [a] , e l' ipotcnusa BC [^] ; • 
si cerchi r altro cateto AB , e ciascun degli angoli B , C alla 
base. ^ 

1 .° Il cateto AB [ c ] resta determinato dall' equazione 

cos. c= — T-l ibo.J 
cos.o 

3 .° L'angolo obbliquo C adjacente al lato dato resta deter* 
minato dall' equazione 

cos. C=*-^®-ri68.1 

taiig.a 

3." E r altro angolo acuto B, che gli h opposto , si otter» 
ri per mezzo dell’ equazione 

„ viì.b r e T 

sen.B= r lOQ. 1 

La specie di un tal angolo non sarà dubbia, sebbene espres- 
sa dal seno ; poiché i la stessa di quella del lato AC , die gli 
è opposto [ i66. ]. 

, * C A s o III. 

V* 

£ dandosi l’ ipotenusa BC [ a ], ed un degli angoli obbli- 
qui B . 

i”. Il lato BC [ ^ ] opposto a quest’angolo si otterrà per 
mezzo dell’ equazione ' 

' scn.^=sen.a sen.B [i5g.] .. 

Nè la specie di nn tal lato sarà dubbia. 

3 °. L’altro lato AB [ c ] adjacente all’angolo B resta de- 
terminato dall’ equazione 

tang. c = cos.B tang.A [i63.] 

3°. Finalmente il rimanente angolo C vien determinato dall' 
equazione 

cot. C=cos.a tang.B [ 163 ] 
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Clic le diari nn lato AC [ i ] , e l’ angolo C che gli è a- 
djaccnlc. 

1 °. Si avrà l' ipotenusa BC [ a ] per mezzo dell’ equazieur 

a°. L’ altro cateto AB [ c ] ri avrà dall’ equazione 
. ■ taiig.c=lang.C sen.i f i64-J 

3”. Finalmente per avere il rimanente angolo B, si dovrà far 
uso dell’ equazione 

cos.B = sen.C cos.i[i6i.] 



Caso V. 



Se poi diansi il lato AC [ ^ ] t c 1’ angolo B che gli i 
opposto. 

1 °. L'ipotcnusa BC [a J ri avrà col fare 
sen. A 

sen.fl= [iSg.J 

sen.D 

a®. L’ altro cateto AB [ c ] si avrà per mezzo dell’ equa- 



zione 



icn. c= 



tarig.^ 

tang.B 






3®. Ed il rimanente angolo C si otterrà dall’ equazione 



cos.B ^ ^ 

sen.L.= 7 1 lOi.J 

cos. 0 



Questo caso è dubbio j poiché è chiaro , che prolungandovi 
i lati BC , BA [Jtf;. 3a. ] del proposto triangolo sferico , fin- 
ché s’incontrino in D; l'angolo B sarà uguale all'altro D [ la^ ] 
che perciò gli stessi dati si apparterranno si al triangolo sferico 
BAC , che all' altro DAC. Laonde non si potrà mai venire in 
cognizione se' 1’ ipotennsa del triangolo che si risolve , sia T arco 
BC minore di un quadrante , o pur l’altro DC, che n’ c il sup- 
plemento : c similmente non potrà determinarsi , se l' altro lato 
e r angolo ignoti sicno BA e BDA , o pure i loro supplcmeati 
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rupcttivi DÀ , e DCA , a meno che le circoitanié deila qiintio*' 
ae non tolgatno <|ue8t’ inceftezia. 

. C a I. o VI. . 

. Finalmente le sicn dati gli altri due angoli B , C 

I. L’ ipotcnusa BC [ a J , si avri dall’equazione j , .j 

cot. ^ , 

co$.a= r 102.1 , 

taog.B^ -■ 

3. L’un de’ cateti AB [ c ] si rinverrà facendo 

cos. C ^ , 

cos.c= [i6i] 

seti. B 

e r altro AC [ ^ ] con liuti timilmnnte . ; , . 

cos.B > ' 



cos. ir- 



seli. C 



£d ecco risoluti tutti i casi de’ triangoli sierici rettangoli — C.B.F. 

' u 

• " ommn u tic m» "’" • 

BlSOLVZlOlfE db' THIAMCOLI sferici OBIUQUAMOOLI. 

» 

P R O'P O S I Z I'Ó'n É. V. 



PROBLEMA. 

171. In un triangolo sferico olibKquangolo , date 
tre delle sue parli’; determiriarc le rimanenti. 

Caso i. 

' Sien dati in primo luogo i tre Iati BC , CA , AB [ jfg.33.] 
^ a , i , c ], e si cerchino gli angoli A, B, C. L'equazione 
cos.a=cos.^ cos.c-f-sen.& scn.c cos.A [ i35. J 
cos. a — cos. 6 cos. c 

darà cos-.A=:— f 

seu.o scn.c 

7 
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Onde li avrà il coieno dell' angolo A ; e quindi quett' angolo i 
E liniilmente si determineranno gli altri , risolvendo cioè , Ic- 
due altre equazioni del n.® i5i , per determinare cos.B , e 
cos.C. Ed è chiaro , che in questo caso non resti dubbio sulla 
specie di ciascuno degli angoli ; poiché essendo essi esibiti da’ co- 
seni , la specie loro resterà fissata dal segno di questi. E lo stes- 
so può dirti de' tre seguenti casi. ‘ ‘ " 



Caso II. 



In secondo luogo lieno dati i tre angoli A , B , C 
cerchino i lati BC , CA , AB , [ « , i , c , 

Si avrà il lato BC [ « ] per mezzo dell’ equa zi ane 
COI A=sen.B seii.C cos a — cos.B cos.C 



dalla quale si ricava 



cos. a = 



cos A-{-cos.B cos C 
sen B sen.C 



e si 



I 



E per mezzo delle corrispondenti equazioni 

cos Bq-cos A cos C 

cos. h — z ^ 

seu.A sen C 

cos.C -|-cos B cos A 

cos. c = r 7 

KO.nsen.A 

sì determineranno gli altri due lati AB, AC [ i,c]. 



Caso III. 

, t 

Che se dicnsi due lati AC , AB [i, cj , c 1’ angolo A da 
essi compreso ; si determinerà il terzo lato BC [ a per mezzo 
dell' e(}uaz ione 

cos a =coi.icoi c-fsen i sen c cos A [ i5i .] 

Ed il triangolo si terminerà di risolvere come nel Caso LE se 
vogliansi otuncrc i rimanenti angoli B,, C senza prima dtlcrmi- 
naie il lato BC [ o ] ; si adopicranno le seguenti equazioni 

, sen c . 

cot B = CQt.o j- — ccs.c cot.A 

sen. A 
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--:-T ‘i ■y-.r.r.-’i'--- . ■• m ten b '■ '/■’ ■ ■*> 

, ^ c,ot.C=cotc T -cot.oiot.A I , • 

j .... . a.. . , 1. iten A ' - . -■ • •' =''■ i 

C À . o IV. 

» A > 

E dandosi due angoli B , C , ed il Iato BC [ a'], che gli è 
adjaccntc. -Si- àvVài il terzo ‘àngolo A >i>er ’<rtrt*o «fèll'equaziohn 

cos.A=$cn.B teii.Ccos.a — cos.B cos.C [ i55. ] ‘ “ ■'( 

E le rimanenti porti dèi triangolo ‘^si'olterraimo cohie -nel Caio II. 
Che (e queste vogliansi indipendentemente dalla -determinilKioHC 
dell’augolo A , bisognerà cercarle per v^PAm^o dell' equazioni 

sen.c ! c :Z r rz? -i 

. . ,cot.o=cot.B r -l- coi.C cot. a I i5o. J 

• I'. li, ' : , j ‘ s«r.a’ • -it .i;,.', .h;!, I -■ . 

'!*■ r" ’ • * -i u *• .*1 Olili» -»'M I** . o* • 

SCll.D _ ♦ 

y. o-.wcot.c = oot.G- — 4- CO* l i !• ; i 

sen.a ' 

'1 I Ini ; 

* - . - • t( i ' .1 • 1 ( . . i,,' - . ■ . . . ^ -J iV 

Caso V. \ -, _ ^ , , .-j . 



In quinto luogo le parti date del triangolo sieno i due lati 
AC , AB [^, c ], e l’angolo B opposto all' un di essi. 

i‘*. Per aver l'angolo C , che sta opposto all'alti'o latc^-, 
bisognerà servirsi dell’ equazione 



SCO. B sen e 

scn. C = ; liDo.l 

sca b 



È chiaro , che su questo caso la specie .dell'angolo C sarà 
dubbia : un tal atigolo C sarà però sempre maggiore deli' altro 
B , nel caso clic si sappia , che il lato c sia maggiore di ò ^ ed 
al contrario [ i45.]- 

a.° II terzo lato CB [a | si avrà pareggiando tra loio i du^ 
valori di cot.A, che si sono ottenuti nel n.° i5a ; e dctcrmin.-n. 
do per mezzo di quest'equazione il valore di cot.o. > 

3.® Finalmente il rimanente angolo A , o si determinerà per 
mezzo del n°. i49 i o pure, se vogliasi determinar^ indipenden^ 



a» 
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temente dal lato BC [a] , bisognerà^ cercarlo maneggiando l'equa- 
zione che risulta dal pareggiàmcuto de* valori dì cot.a, ottenut 
nel n.° i56. 

Caso Vi. 

, 

Sien dati finalmeute due > angoli B > C, e 'I lato AB [&]op^ 
posto all'un di essi. > ^ 

■ Per avero il lato AB [,c ] 0 (^>c#to. all'altro «uigoloy ai fiirà 
uso dell’ equaaiotte , 

>■ ' lenift sen C _ - _ ■ ' • 

sen.c= ó — [i5o.] 

seii.B , 

I 1 ■ . . , 

Ed il terzo angolo A, ed il lato BC [ c ] , che gli t op- 
posto , si potranno determinare come nel Caso precedente. Le 
parti del triangolo dimimdate in questo- caso , sono dubbie , co- 
me nel precedente. , 

Adunque si è soddisfatto a quello che dimandavasi nel pre- 
sente Problema.— C.B.-f. ' 








»! 
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CAPI T^O L 6 IV. 

Di iLcvni TkiAircoLi sferici la coi risolozioKz btfeUdi sa 

QL'ElLA se' fRlASaOLI SFERICI RETtAIieOLI. 




PROPOSIZIONE VI. 

J * 

, PROBLEMA. 

171. Risolvere un Iriangolo' sferico , quando tra Iba 
tre parti date di esso vi sia un lato dì 

Sia ABC f Jìg. 27. ] un triangolo sferico , e BC il suo 
lato di 90®. E poiché descritto il triangolo supplementale DFE» 
r angolo F dee anche essere di 90.° perciò questo triangolo 
supplementale sarò rettangolo : cJ inoltre saranno date in un tal 
triangolo DEF quelle altre due sue parti , che sono i supplemen- 
ti rispettivi delle parti date nel triangolo BAC {i 33 .]. Laonde d. 
triangolo DFE potrò risolversi [170.J : e determinate che si sa- 
ranno le sue rimanenti parti , resteranno anche determinate le lo- 
ro conispondenti nel triangolo BAC, cioè qudle che ne sono i 
rispettivi supplementi : che perciò si sarò risoluto il trungoki 
BAC. 

, S c o L A 0. . ' ; 

173.- n triangolo sferico ABC, che ha un lato di 90®, 4 * 
taluni trigouomeiri, moderai suol oìmautm ftUiiaUn^ .. 1... . , . 



Digitized by Google 




!•» ’ KLBKBVTtT ^- 

PRO POSIZIONE VII. 

3 

rnoBLEMÀ. 

. V • l ■ 

174. Risolvere uu triangolo sferico isoscele. 

Abbia il triangolo sfd'ico BAC [ fig- 39- ] • lat* BA, AC 
uguali , c dal vertice A si conduca al punto medio D del lato 
opposto BC l’arco di cerchio massimo Al) , il quale dividerà 
il triangolo BAC in, due triangoli rettangoli; ed è chiaro , che 
la risoluzione del triangolo BAC si ridurrà a quella di uno di 
questi triangoli rettangoli. ^ 

PROPOSIZIONE Vili. 

. , PROBLEMA. 

175. Risolvere un triangolo sferico in cui due lati 
sicoo supplementi 1 ’ uno dellaltro. 

- ■■ I Sia BAC f ] ‘1 triangolo sferico proposto, in cui i 

lati' AB, AC sieiio supplementi l'uno dell' altro. Si prolunghi 
l’uno di questi due lati AB, finché s’incontri in D col terzo lato 
-BC : sarà AD ugnale ad AC , c quindi il triangolo CAD esscn- 
^do i«!$ccle si potrà risolvere coitac nel Problema precedente. Ma 
■i triangoli BAC, ADC sono in modo connessi, che dalle patti 
dell’ un triangolo tono sempre determinabili quelle dell’ altro , 
giaccliè i lati AB, BC dell’ uno sono supplementi de' lati AD, 
DC dell’ altro , il lato AC è comune , " gli angoli in B , D 
«ono uguali , e gli angoli BAC , BCA sono supplementi degl» 
angoli' DAC , DCA.. Adunque la risoluzione del triangedo BAC 
dipende da ({UcUa del triangolo isotcìtle ADC. 
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Scolio. 

176 É facile il vedere, che nel triangolo proposto ABC 
debba esser anche T angolo ABC supplemento dell’ angolo BCA. 
Poiché, essendo l’ angolo ACB supplemento dell’ altro ACD , lo 
sarà anche dell'angolo in D, ch’é uguale all’angolo ACD [ 14». 
e quindi dell’ altro in B , ch’é uguale a quello in D £ *87 J", 




b 
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CAPITOLO V. 

Ricerche «eometiiiciie intorso a’ casi difw hella risoleziohi 

l)E'T>.lAnCOLI SFERICI. 



lay. Le presenti ricerche hanno per ojgetto il mostrare geo- 
metricamente , come possano aver luogo i casi tlubhj de’ quali si 
ò detto ne’ num. V. e VI della Prop. V. , o sia in qual mt)do 
si verifichi che cogli stessi dati , cioè due lati ed un angolo op- 
posto ad un di essi , o due angoli ed un lato opposto , possansi 
costruire due triangoli sferici diversi : ed entreremj a tal propo- 
sito ad esaminare , per quali valori particolari de’ lati la quistio-. 
ire resti dubbia, c per quali altri non lo sia. I inalmente cerche- 
reremo di restringere, per nie/.zo di alcune regole , al piu eh’ é 
possibile , la dubbiezza di tali casi. 

178. Sia l’angolo sferico UAC [Jìg. 35. ], i cui lati BA, 
AC si prolungbino fincliè s’ incontrino in A' ; e suppon.;asi pri- 
mieramente l’angolo in A , o il suo uguale in A' esser minore 
del retto, cioè minore di 90”. Iiioltie prendasi l’arco AB mino- 
re dèi quadrante , e dal punto B si abbassi sopra di ACA' l’ ai- 
co perpendicolare BD: egli è chiaro, clic prendendo a destra ed 
a sinistra elei punto 1) , gli archi uguali De , DC , gli ardii di 
cerchi massimi Bc , BC sieno anche uguali ; ed inoltre che 1’ 
angolo sferico h’cA sia supplemento dell' altro BCA. Imperocché 
gli angoli BcA , BcA' sono uguali a due retti , del pari die gli 
altri BCA , EGA' , e di essi 1’ angolo BeC è uguale all’ altro 
BCc; quindi dovrà il rimanente angolo EcA essere uguale al ri- 
manente BCA' ; clic perciò l’ angolo BcA, del pari che l’ altro 
BCA', sarà supplemento dell’angolo BCA. Adunque essendo dati 
r angolo A , c gli ardii , n , eh’ è il lato opposto a quell’ an- 
golo , e c eh’ è il lato adjaccntc , s’ ignorerà se si risolva il 
tiiangolo BAC , o pur l’ altr^ BAc. Ciò però ha un limite ; per- 
ehè se CB si faccia uguale a BA , diverrà un solo il triango- 
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da rboWersi , e lai sua risoluieione rÌLtitrerà nel nirtodo esposto 
al n.° iy4- ^ divenendo CB > BA , l'aKO BE ugi:jle a BC 
dovrebbe incontrare l’arco AC al di là del punto A : ond'è, die 
co’ dati proposti .1 non potrebbe 'Ottenersi che il solo triangolo BAC, 
mentre 1' altro BAE non ba più per un de’ dati l' alinolo BAC, 
ma il suo supplemento BAE. 

E supponendo l'arco AB' [r] maggiore di un quadrante, 
cioi di 90 ° ; ed abbassando da B^ sull’ arco ALA' la perpendi- 
colare B'D' , si vede similmente, clic per ogni due punti C' , c' 
equidistanti da D' , presi sull’ arco ACA' vi corrispondano archi 
uguali B'C' , B’c' ; e che gli angoli B'C'A , B'c'A sicno sup- 
plementi 1’ uno (Icir altro : sicché essendo dati l'angolo in A , ed 
i lati B'C' , [ a ] , e B'A [ c ], la formola che dà l’ angolo op- 
posto al lato c ci lascerà nel dubbio, se siasi ottenuto 1 angolo in 
C' , o il suo supplemento in c'. Ciò non avverrà però se i’arco 
B'Cy si faccia ugual* a B'A^ , cioè quanto il supplemento di 
AB' : imperocclié in tal caso non vi esisterà, che il solo tnango- 
lo B' AC' che possa castruirsi con que’ dati ^ c quindi il problema 
sarà suscettivo di una sola soluzione. Ké tampoco vi sarà 'caso 
dubbio se B'C' divenghi maggiore di B'A' : poiché in questo 
caso r arco B'E' uguale a B'C' , cadendo col suo estremo E/ 
al di là del punto A' , non sì potrà coslmlrc più co’ dati del 
problema che il solo triangolo sferico B'AC'. Vale a dire , clic 
non vi sarà caso dubbio se C'B'-p-B'A' , cioè a-\-c sia uguale , 
o maggiore di AB' A' , o sia di i3o°. 

179 . In secondo luogo suppongasi che l’angolo sferico in 
A [ 36. ] sia ottuso , cioè maggiore di 90 “. Si prolunghi- 

no similmente i lati AB , AC finché s’ incontrino in A' , e sup- 
posto che AB sia minore di un quadrante , dal punto B si ab- 
bassi sull’ altro lato AC l' arco perpendicolare BD , che cadrà 
dalla parte dell’angolo conscguente del dato CAB. Ciò posto, se 
prendansi a destra e sinistra del punto D , c nella circonfcren'» 
za ACD , de’ punti c , C equklistanU da D , è egli chiaro, die 
gli archi di cerchio massimo che passano per quelli punti presi , 
e per B 'sicno uguali. Ma allorché gli archi uguali DAC, DA'c 
sono tdi, che DA'c è maggiore d) DA' , il punto C c l’altio e 
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.vengono a cadere nella stessa circonferenza ACA' , e gli archi 
CC , Bc vengono perciò a sottendere lo stesso angolo BAC da- 
to. Laonde è chiaro , che in tal caso cogli stessi dati , cioè 1 * 
angolo BAC, lato c adjaccnte , e lato opposto a si potranno 
costituire due Irkitigoli sferici diversi ABC, ABc , ne’ quali l'an- 
golo ignoto ACB dell' uno , ch’ò opposto al lato c, è il supple- 
mento del!' angolo ignoto AcB dell'altro, di' è opposto al lato 
stesso. Or perchè in tal caso l'arco Bc è più distante dall'arco 
pcij'tnidicolare lìD , che l'altro BA' ; pcioiù quello sarà maggio- 
re di qrejlo , c quindi AB-j-Bc , o AB-J-BC sarà maggiore di 
ABA' , cioè di lUo®: che perciò si vede, che un triangolo sfe- 
rico , ove un angolo dato sia maggiore di 90° , il lato adjacen- 
te anche dato sia minore di 90° ; e la somma di esso e del lato 
opposto eli’ è pur dato, sia maggiore di iHo° , ha due soluzio- 
ni : e non sai ebbe suscettivo che di una sola soluzione , se la 
■ somma di tuli lati fosse meno ili i8o** , o pur 180°. 

Che se l’aico AB' [ /ìg. ij, ] si fosse supposto maggiore 
di 90° '. abbassando similmeute dal punto B' sulla circouferenza 
Al/ A' 1 ' arco perpendicolare B'D' , e preudeudo a destra e sini- 
stra del punto D' nella circonferenza stessa , gli archi uguali 
D'A'c' , D'A'C'; allora si verrebbero a costituire due triangoli 
sferici cogli stessi dati , quando i due punti C' , c' cadrebbero 
nella stessa semicirconfereiira AC' A'. Or in un tal caso ciascun 
degli archi B'C' , B'c' , come più distante dell’ altro B'A dall’ 
arco perpendicolare B'D', dovrà esser maggiore di B'A ; vale a 
dire, co' dati stessi A , c , a il problema avrà due soluzioni s« 
c 17 , e ne avrebbe una sola , se c > a , a c = a. 

180. E sarà facile il vedere, che in ciascuno de’ due casi 
esaminati, cioè di A < 90”, c di A > 90°, se l’ajco AB sia 
<li 90° il problema avrà sempre due soluzioni, eccetto il caso, che 
r arco a sia dello stesso numero di gradi e minuti che 1’ angolo 
opposto A , nel qual caso il triangolo proposto è un solo , ed è 
bircttaiigolo , nè ha bisogno di risoluzione , essendovi tutto già 
noto. 

181. Finalmente se l’angolo A suppongasi di 90°, è chia- 
ro , die il problema non possa avere co' «4ti A , c, a , che «na 
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sola soluzione , qualunque si supponga essei-e il valore particolare 
di e , e qualunque il suo rapporto con a ; il che coincide con 
ciò che si disse al n.° 3 . Gas. II., ed al n.° i. Gas. HI. delta 
Prop. IV [ 170. ]. 

i8a. Dietro queste considerazioni si potrdlibe stabilire una 
tavola per conoscere quando co’ alati A , a . c , la specie del 
triangolo sferico sia dubbia , e quando non lo sia : e da una tal 
tavola te ne potrebbe poi rilevare , per mezzo del triangolo sup- 
|>lementalc , un' altra , per conoscere quando co’ dati a , A , C 
la specie del triangolo è dubbia , e quando non lo è. Un tal 
espediente i stato di fatti proposto , per conoscere i casi effetti- 
vamente dubbj , da alcuni anal sti Francesi seguendo il Ceitrand, 
che il primo lo adottò ( Dèvelopptment nouveau de, la parile 
ilementaire de Mathèmatiques torri, a. scct. V. ) ; ma sarà 
meglio di qui recare a quest’ oggetto le seguenti regole , le qua- 
li rendono tal teorica assai più determinata , più breve c comoda 
per la memoria. 

1 83 . /. L angolo opposto al lato minore è acuto , se la 
eomma de' lati dati è miro, e di itio.° 

E al contrario ; il lato opposto alt angolo minore è acuto, 
se la somma degli angoli dati è minore di 180°. 

Il che ti rileva chiaramente dalla Propos. XIV. Eib. m. 

184. Il, L'angolo opposto al lato maggiore è ottuso, se 
la tomma de' lati dati sia maggiore di 18 a®. Ed al contrario. 

E ciò i una conseguenza manifesta della stessa proposizione. 

1 85 . JII. Quando la somma de' lati d :ti è uguale a 180®, 
anche la somma degli angoli opposti é uguale a 180". Ed al 
contrario. 



Il che ecco in qual modo ti dimostra 



^ , _ cos.ò — cos a cos c _ 

Poiché cos.B sen. a — f i 5 i. 1 , sostituendo in 

sen.c ■■ 



quest’equazione il valore di cos.o preso dal numero i5i , e poi 
riduceodo , col porre i — sen.’c per cos.’c [ 35. ] , si avrà 
cos.B sen. a = cos.é sen.c — cos.A sen.ù cos.c 
• per simmetria dovrà parimente essere 

•ot.C seu.a c= cos.c ten.^ ->■ cos.A teu.c pge.à 



/ 
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cLi* prrciù sommnndo queste due equazioni , e poi riJucendo il 
risu'taincntx) , col sostituire sen.( b^c ) in luogo di seii.i cos.a 
-4-cos^sen.c [ 45- ] > sarà 

M . . scn a ( cos.B-j-cos.C )— ( I — cos A ) scii ( A-j"® ) 

« . _ srn A seii. b 

Ma e poi scn B=: ■ ■ ■ ■ [ i So J 



sen. C = 



scn n 
scn. A scn c 



SCI). a 



« quindi sen a ( sen.B-j-ten.C ) = scn. A ( scnA+w» ^ )i 

Laonde dividendo quest'equazione per l'altra M, si avri 
scn.B-fscn.C scn A scn i -f- scn.c. 
cos Bq-cos C 1 — CCS. A scn.(è-l-c) 

P I ^ 

nella quale, se sostituiscasi al primo mcmltro tang ^63 IX] 



e pongasi in luogo del sjcon lo membro col — X 



cos. 4 {b — fi 



a coi . j (A+c; 



[ 59 » e 66. XIII.], essa si ridurrà all'altra 



B-f-C A cos 'l-i (bA-c) 

tang. =: cot _ X 7-7. — : 

° 3 3 cos i/a (0 — c) 

.A b — e 

Or siccome in quest’ullima equazione cot.-- , c cos. — - — • 

debbono essere sempre del segno stesso; si vede pirciò chiaramci- 

B+r. 

te, che debbano anche risultar del segno stesso tang. '' » • 



cos. ' cioè, che; la metà della somma di due angoli 
a 

di un triangolo sferico , e la seinisomma dc'lati ad essi oppo- 
sti sono della medesima specie. Dal che chiaramente risJla la 
terza regola quassù enunciata. 

186. Dopo tutte queste ricerche, se la specie del triangola 
resterà dubbia per una delle sue parti , cioè che, dati A , n , c 
non si conosca la specie di C , o dati a , A , C non si sappia 
la specie di c , restcTà anche dubbia la spi'cic delie rimanenti 
parti del tr iangolo, come si rileva 
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C A P I T 0 L 0 VI. 
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. ; '-JliaOtE lUBEHIiHE ^ B BORO OSO VARTACaiOtO RELLA 

RItOLVZlOHB De' TR lARliOU VIRICI. - >- ' 

^187. Nel priacìpio del XVII° secolo fanstissi.ino per le ma- 
tematiche , il baroue Scozzese Giovanni Ncpero il cui nome 
urà immortale , Guchè si coltiveranno le scienze esatte , per la 
sublimo ed utilissima invenzione de’ logaritmi , stabilì anche alcu- 
ni nuovi metodi di risoluzione immaginati da lui , per render più 
semplice la pratica della Trigonuntetria sferica (*). Nè le nuovo 
ricerche analitiche fatte posteriormente da sommi Geometri moder- 
ili , nè r efeganza e la facilità die prcscutano per la risoluzio- 
ne de' triangoli sferici le formolo Euleriane da noi rapportate, cd 
apjjliri^c a quest’oggetto nelle Tropp. IV. c V. del picseiitCj 
Libro possono farci tralasciare di qui recar le Regole Neperia-, 
iicw Questo, si, che noi non le esporremo- nella maniera tenuta dal 
loro ^ventorc ; ma le dedurremo da' principi stessi da noi stabili- 
ti , ed in quel modo che ci è sembrato più convenevole. Che 
anzi è da avvertirsi , che le nostre cnuncia/ioni della seconda e 
t«rza. regda pajono. dilTerenti da quella del Ncpero , per esservisi 
da noi introdotto il doppio del logaritmo del raggio , come con- 
venivasi itic , mcuUc nelle Tavole logaritmiche, che oggigiorno 
si hanno per le mani de' calcolatori , il logaritmo del raggio pou- 
si uguale a 10,0000000 , c non già a zero , come il suppose il 
Ncpero , prendendo cfl'ettivanientc T unità per raggio ; dal che 
nasceva che quel logaritmo non doveva comparire nel calcolo. 
iSd.. Ed al proposito della traduzione delle formolc trigono- 



(‘) Veggaii Anche A q'ieito proposito ^onto è stito 'tetto nel Discari* 
Jhrt'iiniaÀxe. 
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mctriclic delle quali finora si è trattato nelle due Trigonoiflefrie, 
da algcbriclie in logaritmiche , conviene avvertire , che v’ è biso- 
gno in fiir questo passaggio della prudenza del calcolatore. Impe- 
roechi siccome nel determinarle si è sempre supposto il raggio •= i , 
ticcliè questo l'attore , che in molte di esse implicitameirtc si con- 
tiene , non si ravvisa di fatto ; e che , come si è già detto , il 
logaritmo del raggio nelle ordinarie Tavole de' seni , non più, 
alla maniera di^ Nepero , vieti posto = o , ma sì bene = a 
10,0000000, cosi convenendo tenerne conto, bisognerà prima appa- 
recchiarsi la formola algebrica sulla quale si dee operare jicr la 
risoluzione di Un dato caso^ e la regola già nota a coloro che 
sono ap|>ena iniziati ne’ principi di Geometria analitica si è , d’ 
introdurre in tal formola tante volte per moltiplicatore 0 divisors 
il raggio , quante volte bisogna , perchè vi sia 1’ omogeneità di 
dimensioni ne' Icriniiii di essa. Così , per esempio , a fin di usare 
della formola del §. i 5 i. in logaritmi, bisognerebbe porla sotto 
quest' altra forma, cioè . i.j . ^ 

cos.rt R’= cos.i cos c. R -f- sen.J scn.c cos.A ' ‘ 
rendendo ciascun termine di tre dimensioni ,' come lo era T ulti- 
mo. S-nza questa precauzione il risullamcnto del calcolo i logarit- 
mico applicato ad una tal formola sarebbe erroneo , e condurrei)- J 
he a coiiseguèn/c fallacissime c paradossc. E taluno si poti’ebbe 
facilmente assicurare, ebe sia questa la vera forma di quell’ espres- 
sione , e Così di ogni altra, se ripigli il ragionamento che si è 
fatto nella Ptop. 11 . Lib. IV., per rinvenirla, supponendo il 
raggio «presso da R , c non da i. ' 

1*9. Avvertile queste cose, jier 1 ’ «atta applicazione dèi' 
calcolo logaritmo al maneggio delle formolo rinvenute per' la ri- 
soluzione de’ triangoli sferici, è auclic necessario, prima dì- veni- 
re ad esporre la prima delle Regole Ncpcivane , il definire alcu- 
ne voci delle quali il Nepero si è servilo'.' ' 

igo /Je/*. II. Cliiamansi parti circolari in un tilangolo 
sferico rettangolo i lati che comprendono l’ angolo retto , ed i 
complementi dell’ ipotenusa e di ciascuno degli angoli adjacenti 
ad essa. 

Cosi nel triangolo sferico 6AC rettangolo in A si dicono 
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parli circolari i lati CA , AB [ 3 , c ] , ed i complemeati di 
C B [a] , di B , c di C. 



Scolio. 

• > 

' T91 ■ Diitinguoiui queste parti circolari , Kcondo il Nepero, 

io tre specie ^ e chiamaiidu media una di esse ad arbitrio , , si 
chiameranno estreme odj'acenli quelle altre due , che sono adja- 
centi alla media prefìssa; ed estreme opposte quelle al contrario, 
che gli sono opposte. Cosi prendendo per parte media c.omp.B[ f/g.ii . 
le estremè àdjacenti sarauao il lato AB [c] e comp.hC [comp. a J; 
e le estreme opposte comp.C , ed A( [èj Ed al contrario, pren- 
dendo per parie media comp.C , le estreme adjacenti sarebbero 
AC [AJ , e comp.CJi [ co.np. a] ; eie estreme opposte, comp.Bj 
ed AB [cj. In 3.° luogo, prendendo per parte media com^. BC 
[ compì, a ] , le parti estreme adjacenti saranno comp.h , e 
comp.C ; ed AB , AC [■ c, b J le estreme opposte. In luo- 
go, presa p<r parte media il Iato AB fc] , le estreme adjacenti 
saranno comp.B , ed AC [A] , ( poiché Tangolo retto in A non 
intercetta ad^ceo^a , non essendo parte circolare ) ; e le estreme 
opposte 'sono comp.C , e comp.BC [ «omp. a ]. E così pure, 
presa per parte media il lato AC [AJ, le estreme adjacenti saran- 
no comp.C , ed AB [cj ; e le estreme opposte comji.B , e 
comp.BC [ comp. a ]. 

193. Intanto prima di passare ad esporre le Tlcgole Nepe- 
riane delle quali si é detto, avvertiremo, clic esse da 'noi si sono 
ridotte a cinque delie quali la prima , cli'^é distinta iti due 
parti , comprende i sci Tcurcqii, 4 imostrati dal numero 169 al 
i(ì4* compendiati, e coimcssi insieme; il che veramente non ren- 
de più semplice la risoluzione de’ triangoli sferici rettangoli alla 
, quale sono destinati i suddetti teoremi ; ma bensi più iae.iii e ri- 
tenevoli i priiicipj su i quali essa è fondata ; e le rimanenti quat- 
tro espongono in formule logaritmiche i priacipj per la risoluzione 
de' triangoli sferici obbliquangoli ; e ciò gli renile assai più ele- 
ganti e facili a iuaii> ggiarsi nella pratica risoluzione di questi 
triangoli. 
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REGOLAI. 

195. In un triangolo sferico rettangolo, il send di 
ciascuna parte media è ugnale : 1° al prodotto delle 
tangenti delle parti ' adjacenli : a° o al predotlo de' co- 
Mui delle parti estreme opposte. 

La verità di questa regola ù rileverà facilmente coll'assegna- 
re in effetto le quantità indicate in essa , e col vederne l' identici' 
tà co' principi' dimostrati. In fatti, secondo si è enunciato , preso 
con^.B per parte media , dovrebbe essere , per la prima parte 

della presente regola , cos.B = tang.c X cot. a= ^ ^ — , come' 

si i rilevato nel numero i 63 : e per la seconda parte verrebbe ad 
esser cos.B = seii.C X cos.i, il che combina col numero 161. E 
sarà anche, facile , prendendo per parte media co/np. BC , o poco 
nn de' lati AB, AG ^ il ridurre le due formule della presente re* 
gola a quelle esibite negli altri numeri 137 laS, rio, e 
sicché da ciò non solamente resterà stabilita una tal regola ,, ma 
si rileverà anche , eh’ essa in se comprenda le formolo tutte -in 
quo' numeri rapportate . ! 



LEMMA . 

149. È positivo il coseno della metà di due angoli 
di un triangolo sferico meno il terzo : ed è n'^gativo 1 ’ 
altro della metà de’ tre angòli presi insieme. 



Parte I. Sieno A , B , C gli angoli di un triangolo sferi- 
co*, i lati del suo triangolo supplementale saranno 1 80° — A ^ 
180® — B , 180“ — C ed uno qualsivoglia di essi 180® — A 

Sarà minore di 36 o®-— B — C, ch’è la somma degli altri due [i 3 o], 



cioè B-|-C — A < 180°, e quindi 



B-j-C— A 



< 90® ; che perciò 



il segno del coseno di quest’ arco sarà positivo [ 20. 



Diglìi^c;i by Google 



DI T R is onaMETjiiA.- Lib. 4< 

Parte II. Poiché denota sempre un numero <li 

gradi maggiore di go , c minore di ; è chiaro perciò , che 
il suo coseno debba esser negativo [ ao. ], 



REGOLA U. 



ig5. In un triangolo sferico, preso per base un 
loto qualunque , una volta si aggiunga alla semibase la 
scmidifferenza de’ lati , ed un’ altra volta se ne sottrag- 
ga -, indi a’ logaritmi de’ seni di quella somma , e di 
questa dilTercnza si aggiunga il doppio logaritmo del rag- 
gio , e tolgansenc i logaritmi de’ seni di ciascuno de’due 
lati. Finalmente si divida per metà il residuo ottenuto , 
« si avrà il doppio logaritmo del .seno della metà dell' 
angolo verticale del triangolo sferico proposto. 



Denoti A un tal angolo , à , c, sieno i lati che lo compren- 
dono , ed a la base del triangolo sferico proposto , dovrà essere 

A , a-t-ò — c — b 

2 . log. sen. — =<og.sen. |-<og.scn I -f- 2 . log.R 

— log.%to.b — log.%ta. c 

Imperocché nell’equazione 

2 ien.’ — = 1 — cos. A f 58 1 
2 

. , cos. a — cos.i cos.c _ - 

si ponga per cos. A ii suo valore [i5i. ],e poi 

sen.o sen.c 

sì faccian le debite riduzioni , ne risulterà, 

A cos.i cos.c -t- sen.ò sen.c — cos. a 

2 .sen.“ — = — 

. 2 sen.c sen.c 

sen.ò.sen.c •* 

’ fl-f.0 — c a+c — b 

a.sen.— sen« 



sen.ò san.c 



~ [ 6a. Vili.] 

e dividendo par a , ed introducendo nel secondo membro per &t- 

8 
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loie il quadrato del raggio , clic \i era taciuto j percLi uguale 

ad I , il che coiivien fare per render una tale equazione di pari 

dimensioni nc' due membri [ 188], sarà 

aJ^b — c a-^-c — b 

. sen. sen. -R' 

, A a a 

sen. — = ; 

a sen.O sen . c 

Finalmente, passando da'numi ri a’ logaritmi , si avrà 

A a-|-Z > — c a-i-c — b , 

a. fog.sen. — = log.sctì,- ^ -f-<o^.scn. — |-a.(0".R 

— log.iea.b — log.%ea.c 
come nella |»rcscntc regola si era enunciato. 



Scolio I. 



196. Per mezzo di questa regola resta in pratica determina- 
to agevolmente un qualunque angolo di ini triangolo sferico da’ 
lati di questo. Ed ò chiaro , che ne.ssun dubbio possa insorgere 
sulla specie di tal angolo , quantunque la sua metà sia esibita dai 
seno ; poiché questa dee necessariamente esser minore di 90°. 

Scolio II. 

197. Il Nepero nel Libro secondo della sua opera intitolata 

Logarithmnnim canonis descriptio. Lugd. 1620, enuncia questa 
regola nel seguente modo : TrìangnU. sphoerici lalus quodt>i^ 

( pmecipue quadranti proximus ) prò basi statuas. Inde semi- 
di//hentiam crurum et ad semibasim addas , et a semibasi sub- 
trahas\ producli et residui logarithmns addas, bine, aujeras ag~ 
gregaUtm ex logarithmis crurum, reliqui bipartiti togarithmi ar- 
cum duplices, et propinici angulus verticalis , atque ita coetc- 
ri , tacendovi il doppio logaritmo del raggio , del quale noi ab- 
biamo tenuto conto, per la ragione detta di sopra [ 1B7. ]. Ed 
egli illustra una ul regola col seguente esempio , che noi dopo 
aver risoluto alla sua maniera , maneggeremo colle ordinane tavo. 
le logaritmiche , c secondo la regola da noi data , per far vedere 
la corrispondenza de'risultam^nti. 
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Nel triangolo CAB [^g- 33 . ] rien dati i tre lati , cioè 
0=69“ , che il Nepcro prende per bjse, b=^j°, c= 34 ®, e $i 
cerchi 1 ’ angolo A. 

Prendasi la semidifièrenra de' lati, eh’ è i/a (i — c)=.6‘’, 3 o', e 
questa si aggiunga , e si tolga separatamente dalla semibase , 

ch’è~= 34 ®. 3 o' , ne risulterà la somma 4 1°, c la differenza 38®. 
3 

Ciò posto a . . log. sen. 4 >®= 4 *> 3 o 44 i secondo Nepero 

si aggiunga . log. sen.38® = 7561473 

risulterà • . . . i 1776516 

Poi . . . log. sen.34® = 58 13606 

si sommi con . . log. sen.47® = 3 i 3858 o 

e la somma 894 nil& 

si sottragga dalla somma poco 

fa ottenuta, si avrà il residuo . . 363533o 

la cui metà . > 1417665 

sarà il logaritmo del seno della metà dell' angolo verticale A , il 
quale risulterà perciò, come determina il Nepero, di 60° 13' 34 ^'^ ’- 
laonde r intero angolo A sarà di I 30 ® 34' 49 "* 

Or maneggiando lo stesso triangolo secondo la nostra regola 
e colle ordinarie Tavole , si ha 

log. scn.4i®= 9.8169439 
log. sen.aS”— 9. 6716093 

• 3^^.R=30. ooooooo 

Somma di tutto 39. 4665533 

Inoltre . . . log sen 34 * = 9 

log. sen. 47® = 9. 8641375 

Somma di essi 19. 6116893 

Differenza di questa somma 

dalla poc’anzi trovata . . • 19. 8768630 

Metà di questa 9. 93843i5=/o» sen.6o°i3'' 

34 '^^ dal calcolo di Nepero era già risultato. 
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REGOLA III. 



198. Al lugaritmo del coseno della metà della 
somma de' tre angoli di un triangolo sferico, si aggiun- 
ga quello del coseno della metà di due di essi meno il 
terzo , non meno che il doppio del logaritmo del rag- 
gio , e poi se ne tolgano i logaritmi de' seni di que’ due 
stessi angoli ; si otterrà il doppio logaritmo del seno 
della metà del lato che sottende un tal terzo angolo. 



Nell' equazione 



ponga 



a.ten.® — = i — co$ o f 58. 1 
3 

co» A-|-coi.B cos.C. 



in vece di co». a [ i55. j^sarà 



»en B sen.C. 

a cós.Bco». C — ten.B $en. C-t-cos A 

a.scn. * — — X 

3 sen.B sen.C 

(®+^) +COS.A p T 

senBsenC. ‘ ^ ^ 

' 3.C0».i/a (A-j-B-pC ) COS.* /a (B-{-C— A ) yjj 

scn Bsen C ‘ 

e dividendo per a , cambiando da — i" + *1 segno di . . . 

— co». -i— i— [i94-]j e finalmente introducendo nel secon- 
do membro il fattore R’ , per renderlo di pari dimensioni ai 
primo , sarà 

cos.»/a(A-|-B-l-C )co». «/a (B-pC — A) 



sen. 



3 sen B.sen.C 



Finalmente passando da' numeri a' logaritmi , si avrà 

a , A-pB-4*C , ' . B-pC— A 

s.toe.sen. — r=/or.cos. — 1 l-*or.cos. _i-3/og.n 

2 3 3 ■ 

— /og'.sen.B — /og". sen.C 

la quale equazione combina con quello che nella presente regola 
ai è enunciato. 
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Scolio. 



*17 



199. E per mezzo di questa terza regola è chiaro , clie 
si saprà, il seno della metà di un lato di un triangolo sferico da- 
ti tre suoi angoli; nè potrà esservi dubbio sulla specie di. rpiesta 
metà , dovendo essa risultar sempre minore di 90". 

\ 

REGOLA IV. 

aoo. Al logaritmo della cotangente della naetà di 
un angolo di un triangoli) sferico si aggiunga il loga- 
ritmo del coseno della semidifierenza de’ lati , ch<« gU 
sono adjacenti , e se ne tolga quello del coseno della 
semisemma di questi ; si avrà il logaritmo della Uui- 
genta della semisomma de' rimanenti angoli. 

E si sarebbe avuto il logaritmo della semidifferen- 
la di questi angoli stessi, se a' logaritmi de’ coseni di 
quelle quantità si fossero sostituiti i logaritmi de’ seni 
di esse. 



Sia , come nella Reg. II. , A quel primo angolo , e i, c 
i lati, che lo comprendono, e quindi B , C i rimanenti angoli. 
E poiché nel n.® i 85 li è rilevato essere 



B-f-C A cos. i/j {b — cì 

tane.— !— =: cot.— X — ^ ' 

a a cos. i/a (i-f-c) 

e che collo stesso ragionamento ivi fatto si ottiene 

sen.a(sen.B — scu.C) =sen.A(sen.A — sen.c) 
donde poi si ricava , collo stesso passaggio indicato in quel nu- 
mero , r equazione 

sen.B—— sen.c sen.A ^ sciiA — scp.c 

sen.(i-j-c) 

B— C 

e ’l secondo pa* 



co$.B-|-cos.C 1 — cos. A ’ 

della quale il primo membro è quanto 
A sen.i/a {h — c) 

reggia cot. ^ X ./ ,i. , ,\ > pcfriò sarà anche 



a sen.i/a (i+p) 
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B — C A SPii.'A (h — c) 

tang X ; 

E passando m ciascuna di queste due equazioni da' numeri 
a' logaritmi , sarà 

B-f-C A b — c . b-{.c 

log. tang. =fo^.cot. — ■ -|.fo^.cos. — log, cot. — . 

** 31 i IS 



2 

B— C 



, - ^ A c , A+c 

log. tang. ~log cot. |-/o|'.sen. — log. sen. 

Le quali equazioni sono quelle della presente regola. 



Scolio. 



aoi. Con queste due equazioni , ritrovando semplicemente 
cinque logaritmi , è chiaro , che si abbia la tangente della semi- 
somma , e della semidiflcrenza di due angoli di un triangolo sfe- 
rico , c quindi tali angoli , quando sia dato il terzo angolo , ed 
i lati che lo comprendono. E per mezzo di ciascuna di esse si 
potrebbe anche avere un angolo , dati i iati che lo comprendono, 
e la somma , o la dilTercuza degli altri due angoli j poiché è 
mauifesto , che in tal caso resta determinato log, cot.i/a A 
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REGOLA V. 

' ■ ' c ’ " r< ‘ 

. aoa. Al logaritmo della tangente della metà ,di un ' 
lato di un triangolo sferico , si aggiunga il logaritmo del 
coseno della semidiirerenza degli angoli ad -esso adjacen- 
ti, e poi se ne tolga quello del coseno della semisom- 
ma di questi ; si otterrà il logaritmo della tangente del- 
la '^emìsomma degli altri due lati. 

È si avrà il logaritmo della tangente della scmidil- 
ferenza di questi due lati , se a’!o garitmi dc’coseni di quel- 
le quantità , si sostituiscano i logaritmi de' seni di esse. 



i • * ' ' ' ■ 

Dinofinsi con A' , B' , C' gli angoli del triangolo supple- 
mentale del proposto e per (^ , b' , c' \ lati opposti ad essi : 
si rileverà,, come nella dimostrazione della Regtda precedente, 
che abbiano luogo tra le parti di questo triangolo le seguenti 
due equazioni 



B'+C' A' cos'/#VO 

lane ! =cot. — X ^ 

\ ~ a a cos.</a( 4 '-j-c'') 

B' — C' K' seti. '/-Ab' — c') 

tang. — cot. — • X '-r^ 

° a a sen.‘/:i(b -^c') 

le quali colla sostituzione di 180“ — b , i8o° — c , 180“ — a 

iSo” — B, 180“ — ■ C in luogo di B' , C' , A' , b' , c' , si 

riducono alle altre due 

b c a cQs.'/a(B — C) 

tang. = tang. — X -1 -^ — 

a ° a cos'/a(B-^C) 

b — c a sen.VafB — C) 

tang. =: tang. — X —z rr 

a a sen. Yj(B-J-C) 

E passando in ciascuna di queste due ultime equazioni da' nume- 
ri a' logaritmi , si avrà 

, . A+c . a . B-C , B-f-C 

log. tang. =log. tang ~ — j-iog cos. — log cot, — - 

, b — c , a . B — C ' B-t-C 

log. tang. z=.log. tang. — — ^/og.sen. log ica. — ■* 

eh' i quanto nella prcKOte regola si i enunciato. 



.\ 
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Scolio. 



3o 3. Laonde , per mezzo di questa regola, si potranno rin- 
venire i logaritmi della metà della somma , e delia metà della 
differenza de' due lati di un triangolo sferico, se pur' sien dati 
il terzo lato , 'e gli angoli adjacenti ad esso ; doiid' à chiaro , 
che tali lati appariranno ad uo tratto. Ed è > atxthe manifesto , 
che ciascuna di queste due ultime equazioni offra un lato qualun- 
que di un triangolo sferico , dall' esser dati gli angoli a4 esso 
adjacenti , e la semisomma , o pur la semidiffcreiiza deglj altri 
due lati; poiché con questi dati si farà noto /og.tang.'A a , e 
quiudi a 

SCOLIO GENERALE 

3o 4- Dagli Scolj delle quattro ultime precedenti regole si * 
rileva , che per mezzo di esse restano facilmente e completamen- 
te risaluti i Casi I. , .11. , III. , IV. della Prop. V. n.® i6o': 
gli altri due V. , VI. , che comprendono i casi dubbj , per la 
prima loro parte non hanno bisogno di altra formola di risoluzio- 
ne , oltre quella semplicissima che ne fu data al n.® iji cas.V, 
e VI. Una volta però, che siasi nel n.® V. determinato l' ango- 
lo ignoto , di' è opposto all' altro angolo dato , si potrà ottenere 
il terzo angolo ed il terzo lato , per mezzo delle formolc dellc 
Regole IV, , e V. , nelle quali le ignote verranno ad essere 
tang.'/i A , e tang.'/a a 
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CAPITOLO vn. 

Della valutazione della perpendicolare, e be' iscxEnti 

DELLA BASE KE* TRIANGOLI SFERICI. , 



PROPOSIZIONE IX. 

PROBLEMA. 

. ' i 

aoS. Dati i tre lati di un triangolo sferico ; deter- 
minare la perpendicolare sopra ciascuno di essi abbas- 
sata dall’ angolo opposto . 

Sieno Uy b , c i lati del triangolo sferico , e si cerchi I' e- 
spre»ione della perpendicolare BD 38 . ] sul lato b, cioè 

BC. 

Nella dimostrazione della seconda Regola Neperiana si è ri- 
trovato esswe 

B sen.'/a (A-t-a — c)sen.'/a — a) 

a ' l_ seu.ascu.c 

e partendo dall’equazione a. cos.* 1/16=1 -}-cos.É , con gli stessi 
passaggi fatti per ritrovar la precedente iormola, si sarebbe vedu^ 
to èssere 

^ /-r sen.'/a (a-{-A-}-c) len '/a(a-t-c — b) “j , 

a L sen.asen.c J 

Adunque sarà asen.'/iB cos.i/iB=sen.B [ 46. ] =s . . . . 

■A V [ se.»/a(a-f ^-l-c)se' c)se- '/a(a4-c— A)se '/a(i-f-c — a)] 

sen.a sen.c '> 

sen.AD 

Ma sen.B= . Adunque sarà sen.AD. = 

sen.c 

a V [sen. (a-}-^-^c)sen. (q-{-^ — c)sen. (a-pc — ^)sen. (i-pc — a) ] . 

sen.a 

espressione comodissima ad esser valutata per^mezzo de’ logaritmi. 



] 
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Scolio. 

3o6. Ponendo a-\-b~\-c=zis , si vedrà come Bello Scol.^ al 
S- ®9' »‘che l’espressione precedente si riduce alla forma più 
semplice 

sen.AD=:a Yj sen.j $en.(j — a) scn.(s — i) sen.(r — c) ] 

sen.a 

E poiché la perpendicolare dipende similmente da tutti i lati del 
triangolo , qualuiiijue sia quello su cui si supponga che cada ; 
sarà perciò tacile il trasmutare la precedeute espressione , nel ca- 
so che la perpendicolare cada sopra un qualunque altro de 'due lati. 

P R O P O S I Z I O N E X. . . 

PROBLEUA. 

*07. Cogli stessi dati del Problema precedente , 
determinare i segmenti BD , DC [ /?g. 38, J prodotti 
dalla perpendicolare AD nel lato su cui essa cade. 

Soluz. Essendo ne’ triangoli rettangoli sferici BAD, CAD 
1 ; cos.AD cos.BD : cos.BA [ 160. ] 
ed I ; cos.AD cos.CD : cos.CA 

sarà cos.BD : cos.BA cos.CD ; cos.CA [ 11. V, ] 

dalla qual proporrione sarà facile a rilevarne l'altra 
cos.BD — cos.CD : cos.BD-J-cos.CD :: 
cos.BA — cos.CA : cos.BA-^cos.CA 

e quindi 

cos.BD — cos.CD cos.BA — cos.CA 

cos.BD -pcos.BD cos.BA -|-cos.CA 

ossia (*) 

tang>/,(BD-GD)langi/aBC=taus.'/a(BA+AC)tan.>/a(BA— AC) 
« perciò 

tang. »/,(BD-^D)= tang. '/.(B A+AC)Ung.i/.(B A— AC)cot. «/.BC 



(*) li seguente paesaggio ti ottiene riducendo le precedenti due frasio- 
«li per messo de’ numeri VII., VIU. del S- 
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cioè : la tangente della senùdifferenza de' segmenti prodotti sul 
iato a sarà espressa da 

tang.'/j (c-|-A) tang.'/a (c — b) cot.'/a a 
Ed avendosi per tal modo la differenza de’ segmenti prodot- 
ti nel lato -a , si verrà a conoscere ciascuno di essi. E similmcu- 
Ic per ogni altro lato. 

Scolio I. 

« I 

ao8. L’ analogia rinvenuta nella soluzione del presente Pro- 
blema , cioè 

.. cos.BD : cos.BA :: cos.CD : cos.CA 
la vedere, che cos.BD sarà maggiore uguale o minore di cos.CD, 
secoudochè sia cos.BA maggiore , uguale o minore di cos.CA ; 
che perciA si vede, che l’arco BD sarà maggiore, ugnale o 
minore dell’ arco DC , secondochè l’arco BA lo sarà dell’ altro 
CA. Vale a dire che : Il maggior segmento torà sempre adja- 
cente al lato maggiore , il minore al minore. 



j S c o L I o II. 

i •* » 

aog. Allorché la perpendicolare AD cade fuoii del triango- 
lo , l’espressione tang. ./, (BD-CD) rrsU di sua natura cam- 
biata nell’ altra tang. y, (BD+CD) senza che vi sia bisogno di 
nuova calcolazione ; ed in tal caso , venendosi a determinare U 
somma de’segmenU della base, de’ quali n’ è nota la differen- 
za BC , si farà anche noto ciascun di essi DC , DB. ' 
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PROPOSIZIONE XI.- ' 



PROBLEMA. 



210. • Dall i trC| angoli di un triangolo sferico, trot 
var la perpendicolare sopra uno de’ lati, per esempio, 
quella sul lato BC [a] [Jig. 85 . ]. 

Dalla dimostrazione della Reg. IH. di Nepero , ti ha 
scn ^ -|^r~*~cos. cos. 

a L ten.A sen.C | 

ed inoltre, rilefandoti dall' equazione 2 cos.’ — =s i coi.i 
[ 58. ] , che debba essere 

' co, (A+B— C) co's.-/a (B+C— A ) ~j 

a ^ L scn.Asen.C. J 

sarà , facendo gli stessi passaggi , che nel Problema antipreceden- 
te , sen. AD = V. . . 

aV f— CO.'/a(A-f B-Pc)cO»/a(A-fB— c)cO.'/j(A-{-r— B)cO'/a(B-l-C— a)] 

sen A. 

E con una sostituzione analoga a quella dello Scol. del suddet- 
to ProLlccia , ponendo cioè A4-B-j-C=2S, la precedente espres- 
sione di sen. AD si cambierà in quest' altra , ■ 

. p, a cos. S cos. CS — C) eos. (S— Il ) cos.( S — A) 

sen. AD = A — ^ — i — i 

sen. A 

E sarà poi facile il congegnare, il' 'pò questa espressione, quelle 
altre che rappresentano le perpendicolari sugli altri due lati del 
proposto triangolo sferico. 



A L I T E R 

21 1. Sia EFG \_fg- 39. ] il triangolo supplementale del 
proposto ABC , e dall'angolo £ eh' è supplemento del lato BC 
su cui cade la perpendicolare AD s'intenda tirala nel lato opposto 
FG , ch'è supplemento dell'angolo A, la perpendicolare EH , sarà 
sen. AD= sen. AB sen.B [ 169 ] =sen. G sen. EG = sen. EH. 
Laonde avendo lo stesso seno l' arco AD , e 11 altro EH , dovran- 
no esser l' uno supplemento dell' altro [ 11. ] : che perciò esscn- 
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«Io dati i tre angoli del triai^olo sferico ABC , e quindi i lati 
del suo supplementale EFG ; se determinisi in questo la perpeur 
dicolare £ 11 , si avrà l' altra AD corrispondente nel triangolo dato 
ABC , col prendere l' arco supplementale dell' arco EH. 

» ! 

Corollario. 

Dalla dimostrazione recata nel principio del precedente Aliter * 
si rileva , che : la perpendiaolare in un triangolo Perico è sup- 
plemento della perpendicolare nel triangolo supplementale di esso, 
abbassata nel lato opposto, da quell'angolo ck'è supplemento del 
lato sopra cui cadeva la perpendicolare nel primo triangolo. 

PROPOSIZIONE XII. 

PROBLEMA. 

ai 3. Dati i tre angoli del triangolo sferico ABC[^g.58.J; 
determinare 1 segmenti BAD , CAD di un angolo A 
prodotti dalla perpendicolare abbassata da esso sul lato 
opposto , ed i segmenti BO , DG di questo lato. 

„ , „ , cos. B cos.C r ^ 

Soluz, Essendo cos. AD = =— r, = ivTTrL’o* b 

sen.bAD sen.LAD ■' 

cos.B cos. C . j. 

sen.BAD ~ sen. CAD’ * * 

cos.B : cos.C :: sen. BAD : sen. CAD 

dalla quale analogia si ha poi cos. B-f- cos.C : cos.B— ^os. C ;; 

sen.BAD-^seu.CAD : sen. BAD — sen. CAD •, e perciò 

cos.B — cos.C sen. BAD — sen. CAD 

cos.B-pcos.C sen.BAD-j-sen.CAD 

la quale equazione ridotta per mezzo de' numeri v , vi > vii , 
ed vili del 63. darà 

t. i/a (a-j-c ) t. 1/3 (b — C ) =; «Ot, i/, ( BàU-f CAD^ t. i/a (bAD— CAD ) 
e quindi 



' Digitized by Google 



BLEXESTI 



ta6 

tang.'/i (BAD— CAD)=tang.i/aA.(ang.'^j (B-^C)tang.i/a(B— C),. 
che perciò, riiultando determinata la dìflereuza de’ segmenti deU' 
angolo verticale , lo saranno per conseguenza anche questi ; ed 
allora ne' triangoli sferici rettangoli BAD , CAD sarà fàcile il 
determinare gli archi BD , DC- * 

Scolio I. 

ai 4 - Dall' analogia ritrovata nel presente Problema , cioè 
cos.B : cos.ti :: sen.BAD ; sen.CAD 
si rileva , che essendo cos.B> cos.C debba anche essere .... 
sen.BAD > sen. (,iAD. Or quando cos. B è maggiore di cos. C, 
l’angolo B risulta minore dell’ altro C ; e nel lenijio stesso de- 
vendo essere sen. BAD maggiore di sen. C.\D , quell’ angolo è 
maggiore di questo. Adunque »i vede , clic ; // segmento mag- 
giore dell' angolo verticale di un triangolo sjcrico corrisponde 
verso quella parie ove sta I angolo alla base minore ; ed' al 
contrario. 



Scolio II. 

Intorno alla soluzione di questo Problema bisogna fare la 
stessa avvertenza che fu fatta per quella deirantiprecedentc al nu- 
mero S09. 
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De 1 .L\ »!ISUIIX della SUVEREICIE , E DEL FERIHErRO DI 
CR triangolo SrERlCO. 



PROPOSIZIONE XIII. 

r R O B L E Al A. 

3 16. Dati i tre angoli di un triangolo sferico ap- 
partenente ad una sfera di un dato raggio ; determinare 
la superficie di quel triangolo. 

Sia il triangolo sferico dato ABC [ fig. 4 o. ] . Si compia 
dall' uno de' suoi lati BC il circolo BLDE , e poi si prolunglii- 
no gli altri due lati LA , AC da una parte fino alla circonferen- 
za di quel circolo in D , E , e dall' altra finchò s' incontrino in 
F. E poiché l'arco ÉAC è di i8o°, del pari che l'altro 
ACF [ 1 15 . ] , sarà perciò 1 ’ arco EA uguale all'altro CF ; e 
similmente si dimostra l'arco DA uguale a BF. Ma è poi 1 ' an- 
golo sferico BFC uguale all'altro BAC f ], e questo al suo 
verticale DAE. Laonde i due triangoli sferici BFC, DAE [128] 
saranno tra loro uguali | l io. ] , e quindi la porzione di super- 
ficie sferica racchiusa Ira i due semicerchi ABF, ACF , la qual 
dicesi ordinariamente fuso sferico, sarà uguale alla somma dc'dua 
triangoli sferici ABC, PIAD. Or siccome il fuso ABFC è ugua- 
le al prodotto del diametro della sfera cioè di 2R nell' arco di 
cerchio massimo che misura 1 ' inclinazione de’ due cerchi ACF , 
ABF da’quali è terminato , ridotto nelle unità del raggio (*) \ e 



(*) N. B. Si può dimostrare come nella Prop. 4- Lib. HI- che il 
fuso Ar>BE stia all'altro AEBF , come DE ad EF , dal che rilerandoai 
poi facilmente , che I' intera topeificio sferica stia ad un sno fuso ADBE, 
come la circonferenza HKC all'arco DE, o come li prodotto di quella cir- 
conferenza nel diametro al prodotto del diametro stesso nell' arco DE , se 
ne dedurrò , che siccome quel primo prodotto paref^ia la superfìcie della 
afara , coii.il secondo debba uguagliare il fusa ADBE. 
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che un tal arco i dello sietso numero di gradi e minuti che T 
angolo sferico A del triangolo proposto ; perciò sarà la somma 
de'diic triangoli sferici RAG , EAD=AX'-*K. Similmente, sicco- 
me la somma de’ due triangoli sferici ACB , ADC compie il fuso 
BADO , perciò sarà BAC-j-ADC=BX2R; e così pure si vedrà 
esser BAC-j-EABrzCXaR , mentre questi due ultimi triangoli 
sferici formano il fuso CAEB. Laonde riunendo in una somma 
queste grandezze , cd in uu' altra que' prodotti che gli sono ri- 
spettivamente uguali , sarà 313 AC -{- EAB DAC -j- EAD = 
(A -f B C ) X aR. Ma BAC -f EAB -|- DAC -f- EAD for- 
ma, come si vede , la superficie dell’ emisfero EBCDA , la qua- 
le adegua il prodotto dGo” X R , o i8o° X aR , supposto che il 
primo fatture 180° si riduca all’unità del secondo. Adunque sarà 
aBAC -}- 180° X aR =( A-|-B-|-C) X aR 
e quindi togliendone di comune 180° X aR , e prendendo le me- 
tà de’ due residui , sarà 

BAC = ( A -j- B -I- C — i8o« ) X R- 
Vale a dire , che ; la sufterficic di un triangolo ^erico di una 
data sfera , è quanto l'eccesso della somma de" suoi tre an~ 
gali su 180” ridotto in jiarti del raggio della fera , e mul- 
iiplicato per questo. 



Scoi. 1 o . 

217. Questa semplicissima esibizione della superficie dì un 
triangolo sferico è dovuta al Wallis ; ed essa ci mostra , che ; 

È la stessa la snpcficie di tutti i triangoli sferici , nc qua- 
li la somma degli angoli è la medesima. Ed essendo diverse 
queste somme, tali supefeie sono proporzionali alt eccesso ili 
esse somme sopra 180® 

Il qual carattere di eguaglianza , e di rapporto de' triangoli 
sferici è incomunicabile co’ triangoli rettilinei. 
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PROPOSIZIONE XIV. 
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ai 8. Determinare 1’ aja di un triangolo sferico , da- 
ti i suoi tre lati. 

Soluz. Qurtto Problema ti vede chiaramente che si potreb- 
be ridurre al precedente , quando da’ tre lati dati si pass^isse .a 
determinare i tre angoli del triangolo sferico. Siccome però non 
v' ha bisogno de' tre angoli , ma della loro somma per esibire l'aja 
di un triangolo sferico , cosi esso sari più facilmente risoluto ri- 
duceudolo al seguente : 



Dati i tre lati di un triangolo sferico , trovare la 
somma de' suoi angoli. 



' Sien dati i tre Iati a , b , c opposti rispettivamente sgli an- 
coli A, B, C, f 33. 1 e chiamisi ar la loro somma. E 

poiché cos. ( A-l-B+C) = 

cos. '/i (A-|-B) cos. '/a C — sen. '/a (A-|-B) sen. '/a C [ 45 J = 
( cos. '/a A cos. '/a B — sen. '/a A sen. '/a B )cos.'/a C — . . 

(sen. »/a A cos. '/■, B -j-cos. '/aA sen. '/a B) sen. '/a t’ [ 45- ] 
sostituendo per sen. '/a A, cos. '/a A, sen. '/a B , cos. '/a B , sen. ‘/a C, 
ros. '/a C i loro rispettivi valori ne” Iati del triangolo propo- 
sto ( la forma ' de’ quali , pe’ seni , fu rinvenuta nella dimo- 
(trazione della Regola ID. Neperiana , c pe’ coseni si ottiene col 
metodo stesso ivi tenuto applicato all’ equazione 1 cos. À = 

a. cos. — ■ ).c riducendo col sostituire s per la semisomma de 'latin, i.c, 
a 

.si avrà ■* 

9 
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A4B+.C 



p ^sen.jseu.(* — a) rKtx.ssen (s—b) 

1_ ^ «cn.Aeen.C ' sen.asene 



rtén.(s — i)*en.(i — c) , sen .(f — a)$en.(i— c) 
' tcn.6ten.c " 



len.ascn.c 






— c) 



sen a sta.b 



-[/ 



*en (e — A)sen.(f — c)^»en./ *cn {f—b) 



stn.^ten.c 



sen.aten.c 



■ + 



^■en .f ten. (j — a) y-ien .(» — a)»en (j — c)"| y^ »en.( j — a)ten — b) 
' Kn.Àsen.c ^ scn.aten.c J sca.aseuA 
rien.e ien.(.f — a) sen. (e — A)sen. (j — c) _ 






KD.aseu.^scn.c 



- X [sen. X — fcn. (e— e) 



— scii.(x — i) — sen.(s — a) J 
Ma leii.x — sen. ( s — c)=a. '/2CCOS. (x — ’/ac) [ 62.VI. ] =: 
s. scn.i/jc cos. 7a( a-\-b) ; e sen. ( x — 4 ) + *«». ( x — a ) =: 
s. sen. [x — */a(®+^) ] cos. '/a(a — b') [ 62. V. J =r . . 

a. sen.'/aCcos.'/a(a — i). Laonde sarà 

»cn. X — sen ( x — c ) — sen. ( x — b ) — sen. ( x — a ) =s 

— a. sen. « a c[ cos. «/a ( a — b ) — cos. 'lu{a-b-b ) J = 

— a. sen., «/a c X 2. sen. '/a b sen. '/a a [ 48- ] i c quindi 

A-J-B4C 4-*en- '/s ® sen. '/a àsen. '.a c 

cos. — V sen. x X 

a sen a sen.3 seti. a 

sen. (x — a) sen. (x — 3) sen. (x — c) 
Che perciò , essendo sen.a=2.sen.'/a a cos '/a a [ 4^. ] , esimil- 
mente ridiioendo sen. i , sen. c, e poi facendo quest'u tima sosti- 
tuzione nella furmola precedente , si avrà 

A-f-B-f-C V scn.xscn. (x — a) sen. (x — b) wn. (x — c) 

CO# ' ““ ' ' ' ' / ' ' / / . 

2 2 COf ya a COS*ya b cos Va C 

la qual formola rinvenuta dal Gagnoli ò assai più comoda pel 

calcolo deir altra die ne diede il de Gua per la soluziouc del 

presente Problema. 



SCOLIO GENERALE. 



aig. Siccome in ogni altro caso di tre parti date nel trian- 
•golo sferico , sempre si viene ed avere due angoli ed un lato , o 
due lati ed un augotò \ cosi determinandosi nel primo caso il ter- 
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zo angolo , e nel secondo il terzo lato , ti risolverà il Problema 
della valutazione dell'aja, rìduceudolo ad uno de’ due precedenti: 
che perciò ci asterremo dal qui recare per questi altri casi solu- 
zioni dirette , tanto più che queste conducono a formole incon- 
grue pel calcolo logaritmico. > 

11 Signor Gagnoli nella sua dottissima Trigonometria racco- 
manda , per r utilità di cui può essere nella descrizione de' Plani- 
sferi , die sia ripetuta e divulgata la regola del Signor de Gua 
per ridurre in settori circolari la superficie del triangolo sferico , 
la qual regola egli chiama meccanica determinazione , quantun- 
que in realtà non sia che una geometrica construzione della for- 
mola di sopra recata [ ai6. ] per 1’ aja del triangolo sferico : 
«d una taf construzione ottiensi nel seguente modo. 

Si descriva col centro O \_Jig- 1 > « col faggio della 
sfera della cui superficie i parte uu triangolo sierico , il cerchio 
ACB ; e nella sua circonferenza si pi elidano , da un punto A, 
gli archi AC di 90° , ed ACH =: '/2( A-|-B-{-C), A, B, 
C dinotano gli angoli del triangolo sferico. Finalmente giungansi 
le OC , OB , sarà' il settore COB =: */a(A-f-B-p.C — i8o°)X'/aR, 
cioè la quarta parte del proposto .triangolo sferico. 

PROPOSIZIONE XV. 

raOBLEKA. 

3 20. Dati i tre angoli di un triangolo sferico, de- 
terminare il perimetro di esso. 

Soluz. Per risolvere il proposto Problema , che , come 
vede , è r inverso di quello al quale si era ridotto il precedente, 
si prenda la formola in quello trovata , dinotaute il coseno della 
scmisomma de' tre angoli nc' lati , ed essa si trasformi per mezzo 
del triangolo supplementale , si avrà la seguente altra 

a-\-b-\-c V — cos.S cos. (S— A) coi. (S — B) cos. (S— C) 

a 2.scn.‘/aA sen.i/aB seti. l/a C 

che soddisfa al presente Problema, e nella quale S rappresenta 
)a semifomma degli angoli. 
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ELEMENTI 

D I 

TRIGONOMETRIA 

L I B R O V. 



uso DELLE FOBMOLE TBIGONOMETBICHE NELLA SOLD210M1 
Di TALUNI PBOBLEMl GEOMETBICI. 




aai. Allorché tra i dati di un Problema geometrico con'en> 
gODti quantità angolari, o pur che queate derivinsi nello svolgi* 
mento delle conseguenze che si fa per pervenirsi da que' dati a 
fissar r equazione al Problema, supposto t he • sso algebricamente si 
risolva, se mai la natura del Problema é tale, che il quesito si rì- 
chiegga in valore , e non già geomctricamciitr ; in tal caso la 
Trigonometria oiTre pronti mezzi per riuscire. Siccome però è vaa* 
taggioso il ricorrere alle formolo Trigonometriche nel cennato ca* 
so , così è , per servirmi di una frase del Cartesio , un peccato 
in Geometria , contro del quale meritamente griderelbe Eucli- 
de , e tutta la Scuola Euclidea , se di esse si facesK uso, quan* 
do deir equazione al Problema se ne volesse una Geometrica com- 
posizione -, sopra di che sommi Geometri moderni hanno posta A 
poca avvertenza, ch'ò ormai passato in costume di frammischiare 
nelle geometriche soluzioni di que' J’roblemi , che mediante l'Al- 
gebra si maneggiauo , ove occorrano triangoli dati di specie, for- 
mole comprendenti seni e coseni, o altre linee trigonometriche , 
come se nulla ripugnasse alla severa Geometria l' intrudere , nel- 
le sue operazioni esatte, quantità approssimanti. Ciò non ostante 
ss può aBcbe in questi casi usar talvolta di esse con grandissimo 
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vantaggio , senza derogare al rigore di un esatta coinpasizione 
geometrica del Problema , come nel seguente Libro faremo ri- 
levare. 

Le ragioni finora dette mi hanno determinato a trattare in 
funesto Libro e nel seguente di Applicazione della Tn^onone— 
irta a rictrche geon,ttriclic , stimando, che siccome da una par- 
te non bisognava tralasciare di lar conoscere 1 uso vantaggioso 
che di essa può farsi nella risoluzione de’ Problemi , dall altra 
dovessero tali considerazioni a dirittura separarsi dall ordinaria 
Applicazione dclt Algebra alla Geometria^ , ove le equazioni de 
Problemi convien che sieno geomeU’icamente construite. Ed accioc- 
ché meglio s’intcuda quanto ho finora accennato circa la distin- 
zione dell’ csibirione del quesito di taluni Problemi in valore , o 
geometrica cons;ru.'iune, queTroLlemi clic tratterò nel presente Libro 
in riguardo alla prima specie di quesito , verranno anche recali nell’ 
Applicazione dclC Algebra alla Geometria, clic formerà 1 oggetto 
del secondo volume del mio Corro di Aaal si Algebtica. Soggiu- 
gnerò inoltre, che il presente Libro forma come una continuazione 
de’ due ultimi Capitoli del Libro II. e IV. del presente Trattato, 

avendo iTcati in quelli solamente un certo numero di que’ Proble- 
mi in cui i dati c il questo alle immediate regole della risoluzio- 
ne del triangolo gli rimettevano , sicché si potesse per risolverli 

fare anche a meno di riconere a simboli, e a maneggio di c- 
quazioui. 

PROPOSIZIONE I. 

PaOBLEMA. 

aaa. Esibire quel triangolo di cui sia data l'aja, il 
perimetro , ed uno degli angoli. 

Soluz. L* aja sia espressa da a* , il perimetro da p , e 1* 
angolo dato sia 6 [Jlg. n. e suppongasi che per- l’ esibizio- 
ne del quesito del proposto Problema si voglia in prima determi- 
nare il lato àC, che si chiami x , opposto a quell’ angolo dato. 
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Si tiri dall’ uno degli altri due angoli A la prrpendicolare AD 
tal lato opposto f^C. E poiché nel triangolo ABC é dato Tango» 

10 iu B, e T aja , dovrì esser dato anche il rettangolo de’ lati 

AB , BC , che verrà espresso da 

Ed essendo AB -|- BC~p — x , sarà AB’-|-aABxBC-|-BC* 
—p' — ^px + x‘=p'^— 2 px -f- AB*-{- BC* — aAB X BC cos.B ; 
e quindi aAB X BC (i-f- eos B) =/>* — mpx, cioè, ponendo per 
aAB X BC il valore poc' anzi trovato , sari ...... 

p-> — a^ar = 4 a' j e»*»- '/» B [ 5g. ] 

t I D 

X — 'ììP — cot. • a B 

■ p 

E gli altri due lati si determineranno per mezzo delle formole «• 
aihite nella Prop. XVlll. del Lib. II. 

Scolio. 

aa3.Nel risolvere il presente Problema sì è preferito di determi» 
iiar prima il lato AC opposto all’ angolo dato , come aveva fiitto 

11 Cagitoli, ncllji sua Trigonometrìa ; poiché per tal modo laso» 
luzioiie riesce piti facile , pervenendosi per la determinazioue di 
tal lato ad una equazione di i°. grado; mentre volendo esibire 
prima T un de’ lati adjacenti a quell’ angolo , come ha Catto il 
Ifewton , T equazione al Problema , per la determinazioue dell' un 
di essi , sarebbe stata di a°. grado , come intuitivamente si ve- 
de , dovendo tal equazione includere i valori dell’ un lato e dell’ 
altro , mentre questi stanno similmente a tutte le cundù;ioai del 
Problema. 

PROPOSIZIÓNE II, 
aaOSLZXA. 

a»4* EsiKre un triangolo ABC [ fig. a4. 3 » ‘il 
cui i tre Iati AB , AC , GB , e la perpendicolare CD 
•ienc^ ìb geometrica proporzione. 
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< Solut. É chiaro dall' enunciazione , che il triahgbio non 
ma cercalo che di sola specie , clic perciò la presente ricerca ti 
riduca a dclermiuare {ili angoli. Per ottenere ciò , ti abbatti dal 
punto A sul lato opposto BC la perpendicolare Ac , e da c sulla 
BA r altra perpendicolare cd. Ed essendo 
• BA : Ac Bc : crf 

e BA : AC :: BC ; CD 



[ II. V. ] 
cioi la Ac dovrà 



] 



J 



sarà BA ; Ac :: BA : AC 

che perciò l'angolo in C dovrà esser retto; 
coincidere con la AC. 

■Ciò posto sta 

AB ; AC ;; i ; cot. A [ ja 

, AC : CB i : taiig.A [ 

ebe perciò dovrà essere , ]>er le condizioni del Problema , 

I : cot. A :: i : tang.A 

. . sen.A 

e tos.A = tang.A = 

^ cot.A 

cioè * cos.’A=scn.A 

o sia ' 1 — sf,n.*.A= sen.A 

la quale equazione risoluta dà scn.A=: — i/a y, Y'* 5 = cos.B 

( si tralascia il sej;no — del radicale , come conducente ad as- 
surdo nella presente quistione ) cioè sarà, trascurando i secondi , 
r angolo A = 38” io', e 1’ altro 6=51® 5o'. 



Scolio. 



■’ ‘laS. La soluzione qui esibita del proposto Problema dà luo- 
go alla trguenlc geometrica composizione del medesimo. 

-- •Sul diametro AB [ / g. 43. ] di un semicerchio ACB ti c- 
levi la perpendicolare BE uguale al raggio di tal cerchio, e con- 
giunta la AE , ti tagli la EF ugnale al raggio stesso ; c poi 
si applichi in quel semicerchio , dal punto B , la LC uguale alla 
AF , e giungasi la ^ sarà ACB il triangolo cercato. 

Impero cbè essendo AE* — EF' = AB* •, sarà AB* r=(AE 
-fEF) xFA=(BA-f AF) XAF= (B i-l-B' )XBC=:BAxBC+ 
B(.'.’=BAxBC-j-AB‘ — AC’. Laonde sarà BAxBC=AC* ;e per» 
ciò BA : AG :: AG : BC , ed anche coma BC : CD [ 8.V1.J. 
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P^R O P O S I Z;I 0 N E III. 



PROBLEMA. 

aaS. Nel quadrilatero ABDC [ fg- l\f\- che ha gli 
àngoli in B , C retti , dati i lati AB , AC , e 1’ angolo 
A compreso da essi ; determinare gli altri due lati CD, 
DB , e le diagonali Ali , BC. 



Soluz. Si prolunghino i lati AC, BD del quadrilatero fin- 
ché s' incontrino in E , c pongasi AB =: a, AC=: b . E poiché 

sta AE : AB ;; i ; cos.A, sarà AE= c quindi CE = 

. • cos.A 

r — A. E cosi pure , essendo 

cos* A 

BA : BE i : tang.A , sarà BE=a X lang.A. 

Or pe’triangoli simili ABE , DCE sta EB ; BA : EC : CD , 

cioè a X tang. A : a 

cos. A 

a ha 



b ; CD. Adunque sari CD — 
b a — b cos.A 



cos.A tang.A tang.A scii. A tang.A sen. A 
E similmente, se si fossero prolungate le AB, CD sino ad in- 

1 nrv 1 , ■ . 1 b a COS.A 

contrarsi , la dovrà risultare uguale a . * 

Si sono dunque ottenuti i valori de' lati DB, DC. Ed è poi 
pel triangolo BAC , la diagonale B(i=\/(a’-|-A* — ani cos.A) j e 
pel triangolo rettangolo At.D Taltra diagonale AD= V(AC*-j-CD’) 
\/~V Lx A cos.Ay-j o'-fA’ — anAcosA^ 

sen. A Ì^ITA J 

Adunque si é interamente «oddisfatto alle condizioni del proposto 
Problema. 



: :: .tzz 

•J 4iAr-À. 

A ■ 



.•> • 
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PROPOSIZIONE IV. 

; 

Pboblemà. 

9 * 7 . Dalo rangole solido 0 [ Jig. 45. ] di «n pa- 
rallcpipodo qualunque , ed i tre lati OA, OP , OQ in- 
torno ad esso ; determinare quel solido. 

Soluz Col centro O , e col raggio 0 A t'intenJa descritta una 
superficie sierica , e sia ABC quel triangolo sferico di questa, che 
sottende 1' anroln solido proposto , che or trovasi al centro di es- 
sa , e del quale saranno dati i lati a, c, come deH’istcsso nu- 
mero di gradi e minuti degli angoli che rssi rispettivamente sot- 
tendono. S’intenda abbassata da A sul piano opposto POQ la 
perpendicolare AE , c per questa , e pel centro O s' intenda tira- 
to un piano che segnerà in quel triangolo sferico l'arco AD per- 
pendicolare all' altro DC , e si avrà 

a \ ' scn r sen (.f — <r)srn.(r — Jìscn.ff — c)_ 

scn. AU= i i i ^[aoD.] 

sei;. a 

e quindi, dinotando la OA con r, sarà AE= AO scn. AD, cioè 
_ ar\^scn..t scn.(r — o)scn.(r — b}sen (s — c) 
seti. a 

Or il parallelogrammo costituito co' lati FO, OQ , e coll’angolo 
dato da essi compreso , ponendo TO=p, ed OQ^iy, ha per e- 
spressioiie del suo valore pq.tcn.a. Adunque la solidità del propo- 
sto parallelepipedo sarà espressa da 

irpq V sen.f.seii.(s — a)sen.(r — i)seu.(j — c) 

Scolio. 

aaS. E da ciò risulta , che se nella piramide 
AOQP f Jig. 46. ] sicno dati i tre lati O A , OP , 
so al dato angolo solido in O , la solidità di essa si 
deodo I 4 sesta parte di quella del parallelepipedo che 



triangolare 
OQ intor- 
avrà prcn- 
si compi- 
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rd)be col dato angolo solido O , e co’ lati OA , OP , OQ. E 
sarà poi facile il ridurre al caso precedente la vaiutauune della 
solidità di una piramide , dati tutti i sei lati di essa. 

PROPOSIZIONE V. 

Problema. 



aag. Con gli stessi dati del Problema precedente; 
determinare le diagonali di quel parallelepipedo. 

Soluz. È chiaro che queste diagonali sicno quattro , due 
che sono quelle stesse del parallelogrammo AOEF , che passa pc’ 
lati AO , EF del parallelepipedo , e due altre che appartengono 
per diagonali all altro parallelogrammo HPQG , che passa pc’lati 
Pfl , QG di tal solido. 

Or ecco in qual modo bisognerà condursi per determinarle . 
OE‘=OP*H-PE>+aOPxPE cos POQ= p' + ^ipc,coz. a 
« quindi OE = \/ (p* cos. a ). Ed i poi .... 



POE; 



OP’-|-OE* — PE» cos.o 

[ Tj- 



V 0'*+?*+‘-V'9Cos»a) 

H scn. a 



aPOxOE 

PE X sen. POQ- , ^ 

scn. POE= — — >r 75 . 1 

OE ' -* ap^cos a 

Di più nell’ angolo solido O del parallelepipedo proposto, cono- 
scendosi i tre angoli piani in O , che lo comprendono , si potrà 
determinare l’ inclinazione scambievole di que' piani in cui essi esi- 
stono , col risolvere il triangolo sferico ABC [ fig. 45. ] che 
sottende quell’ angolo solido , per determinarvi gli angoli da’ la- 
ti £ 137. J , che perciò sarà 

cos. A— cos. tt cos.c 

cos. B = — — [ j5i. ] 

sen.ascn.c 

« quindi nell' albo triangolo sferico ABC' [Jig.^’j. che sot- 
tende 1 altro angolo sobdo in O compreso dagli angoli piani 
AOP , POCf inclinati tea loro nell’ angolo dato B , si avrà 
eos.à' =caiH»' 6o».c 4. Ra.rt' w,<ì cos. B [ i5a. ] 
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cioè , {ottitnendo per cos. a' e %eu. a' i Inro valori di (opra ritiO'- 
vati , e poi riduccaiio , sari 



1/ * /Ar. p fot r A- q cot. h 

COI. b == COI. AOE= — 7 — - 

Finalmenle nel triangolo AOE essendo 

AE*= AO* 4 - OE* 4 - aAO X OE coi. AOE 



si avrà , fatte le convenienti riduzioni 

AE =:r’4/>’4-?’-f V9 cos.c 4a.7rcos.i. 

E siccome il valore del quadrato dell' altra diagonale OF non si 
distingue da quello della gii ottenuta , se non perchè il coseno 
dell' angolo OAF supplemento dell’angolo AOE , è di segno con- 
trario a quello di quest'angolo ; perciò si avri 

Ot’’ -\-p' -\-^pqcot.a — vtpr cos.c — ^qrcot.b. 

Or per avere le altre due diagonali HQ , GP del parellele- 
pipedo proposto, sarebbe bisogno di fare tutti gli stessi passaggi 
finora fatti , valendosi però dell’ angolo solido in P invece di quel- 
lo in O ; ed in quell'angolo solido , de’ tre angoli piani che lo 
comprendono , i due HPO , OPE essendo i supplementi degli al- 
tri AOP , FOQ (c, a), due de’ tre che comprendono l’angolo so- 
‘ lido in O , ( il terzo HPE è uguale al terzo AOQ ) ; debbono 
perciò aver quelli i coseni di contrario seguo a’ coseni di questi. 
Adunque si avranno le tsptcssioni de'quadr.iti delle diagonali HQ, 
GP cambiando rispettivamente nelle già ritrovate per AE‘ ,I'0* 
i segni di ros a , cos.c ; e così facendo sarà 

HQ’=:r’-l-/>’4-7 * — ^/'i jcot.a — ^prcut c 4 -a/reos.i 
PG’=r ^p’+q'— ipq cos.a4 cos.c — ayrcos b 



Se OLIO. 

a3o. Sommando insieme le espressioni ottenute nel preceden- 
te Problema per le quattro diagonali dì un parallelepìpedo , si 
vedrà esser 

AE* 4 - OF* 4 - HQ’ 4- CP’ =r 4 (r* 4 - 7 * ) 

cioè : la somma de' quadrati delle quattro diagonali di un pa- 
raUelepipedo è il quadruplo della somma de'quadtuU de'-ire la- 
ti dintorno ad un angsdo foUdo dfl medesimo. 
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TRIGONOMETRIA 



■ L I B R O VI. 

'ì ‘ 

DELL’OSO CHE PTIO’ FARSI DELLE EORMOLE TRIGONOMETRICHE 
. NELLA SOLDZIONE ALGEBRICA DI TALUNI PROBLEMI, GHÌ 
DEBBONO POI ESSER GEOMETRICAMENTE COSTRUITE ' ' 

* t 

■ Mw a ac t tw r-» 

*3i. Le forinole Trìgonometriclie principali non sono altro, 
come si è tante volte Veduto ,-che il risullamento di proporzioni 
geometriche nelle quali si è espresso l'un de'termini per mezzo de> 
gli akri' tre esse dunque 1 in loro implicitamente comprendono 
quelle analogie donde sono derivate , e quindi possonsi qtilmente 
impiegare nel risolvimento de’ Problemi in risparmio di propor- 
sioni risultanti da triangoli dati di specie. E questi Problcini re- 
steranno tuttavia suscettivi di una convenevole geometrica cqispo^ 
tizione , purché o quelle formule, o analogie che esse., 4‘ootaap, 
necessarie solamente allo sviluppo della catena de’ dati per couse- 
gnenza , svaniscano da loro medesime nell' equazione finale al Pro- 
blema, U che non di rade avviene ; o pure ottenuta quella , sì 
sappiano esse maestrevolmente trasmutare ne’ convenevoli rapporti , 
che rappresentano. E noi l’nna e 1’ altra delle suddette rose di- 
noteremo m^Iio co’ seguenti Problemi, de’ quali • non ahi iamo 
moltiplicato il numero , per lasciar luogo a’ giovani di cscrcitara 
i* loro medesimi . ' \ ■ 
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Avverllremo intanto , che Siccome l' eleganza nella soluzione 
de’ Problemi , la qual consiste principalmente nella faciltà della loro 
geometrica composizione, è la primaria qualità che i Geometri accorti 
vi richieggono ; così colui che si occupa a risolverli dee sempre 
preferir que' mezzi , nella multiplicità de’ metodi che la Geometria 
c r Analisi somministra , che sono più conduceuti allo scopo sud- 
detto. Che perciò non converrà usare le formolo trigonontetriche 
per l’ oggetto sopraindicato , se non quando effettivo vantaggio se 
ne ritragga in ottenerne l’ equazione finale: e debbono poi le trasfor- 
mazioni da farsi , se mai occorrano , per renderla scevra da quanti- 
tà trigonometriche, esser semplici, e facili*, sicché non si abbia, 
pima di giungere alla costruzione geometrica dell’ equazione , a 
durar molti stenti , e multa fatica in renderla puramente algebri- 
ca. E potrà anche farsi uso di formule trigonometriche in .dimo- 
strar Teuremi , quando io quelle dimostrazioni vi sia necessario I’ 
uso de' triangoli simili , come in più luoghi del presente Trattato 
si è potuto vedere. 



PROPOSIZIONE I. 



... j. 



PROSLBKJU 



• 203 . Dati i lati di un quadrilata*o inscritto nel cer- 

diio ; determinare le diagonali. 

Soluz. Sia ABCD F Jì^ "j quel quadrilatero , i cui la- 

ti AB , BC , CD , DA dicansi rispettivamente <z , fi , c , d. Si 
esprìma inoltre con x la dia onale AC , e con y l’altra BD. 

Ed emendo nel triangolo ABC , x'~a--^b ' — aoù cos.B =5 

* d ' 

a* Jf. aaò cos.D ; e cos. D = ' 



•xcd 



[77.], sarà 






c’-f-rf* — a 
ìcd 



] 



Donde si avrà 






(«z*-f-i’ ) crf -j- ( c’-f-rf* ) ab 
cd-\-ab 



] 
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E ùmilmente si troverà mere * 

_i/Tr( -f ( ^• +c*)grn 

^ L ’ bc-\-<id t J 

Le quali espressioni delle dingonali , sono , come lu» m 
\-ede , scevre da grandez^ce trigonometriche , e geometricamente 
coasltuibili. 



PROPOSIZIONE U. 



reOBLEKA. 



*33. Date tre rette , riirovare il diametro di quel cer- 
chio, in cui essendo esse. soccessivamente adattate, ver- 
rebbero a sottendere una mezza circonferenza. 



Soluz. Sia ABCD [Jig. 49- ] d circolo cercato, ed AB , 
BC, CD dinotino le date tre rette , adattate successivamente in 
e»o per corde , sicché 1’ arco ABCD sia una mezza circoal'crcn- 
za , cioè i8o®. 

Si dinoti la corda AB per a, la BC per b, e la CD pere* 
ed il diametro ignoto AD per jr. Inoltre si chiamino a. , ^ t T 
gli archi AB , BC , CD -, sarà 

sen.'/ai»=— [3oJ cos.'/j»=:V [ i ] 

jc «r 



, b , b* 

sen.'A,3=~ cos.'/a/3=V [ * ^ 1 

, c 

8cn.'A'y=r — 

' X 



Or perchè i tre archi «, /3 , ^ compiono i8o®, perciò cit- 
«cun di essi è quanto i8o° meno la somma degli altri due. Adun- 
que sarà 

sen. «/a Y =; jcn. */> f i8o"— ( ) ] 

s=eo*.«/a (*-f-/S) =co$. i/. % cos. '/i jS — sen. >/a « sen. «/a /5 
« sostituendo per ciascuna delle quantità tri.onometriche contenute 
nella precedeste equazione le loro corrispoudeoti espressioni ùmbo- 
kehe di sopta ritrovale, sari , « • 
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ob 



Dalla quale equazione , per mezzo delle ovvie riduzioni si avrà 
quella al proposto Problema , che h la seguente. * 1 

a:»*. . X * — -\-aaòc =zo 

la quale eijuazione corrisponde a quella ottenuta per altre vie dal 
Newton nel Gap. I. Sect. IV. della sua Aritmetica Universale , 
a meno del segno dell’ultimo termine che trovasi essere — in 
vece di + ; sopra di che gioverà moltissimo a' giovani il consultare 
la Nota del Castillon a tal proposito nell'edizione ch'egli diede 
della suddetta Opera: 



■ S c 



OLIO. 



a34- Le soluzioni de’ due precedenti Problemi sono tratte 
dalla Trigiiuometria del Signor Cagncdi. 

P R O P O S I Z I O N E m. 



PaOBLEMÀ. 

' f a&6. Inclinare da iiR^an^olo A [^g- 5o. ] del qua- 
drato ABCD la linea retta AFE , in modo che la par- 
te FE di essa, che resta frapposta tra ì lati dell’angolo 
C opposto, ad À , sia uguale ad una linea ret|a data. 

Ao/iiz. 'Pongasi AB=o, FE=4, e tang. DAE := x, sarà 
perciò seg. DAE = yj (i-^x*) 

Or I : tang. A'[x] AD [a]; DE = ox 
e perciò €E = ax — a. Ma è poi 
i - X : V .(*+•*’) ” CE [ax—a]: EF [ij. 

Adunque sarà 

ùx ~{^ — ax) V ( •+** ) 
e quadrando ambi i membri si avrà 
^ b' x> =: — aa* x -f- a«*x*—- aa’x* -J- a* x*. 

Or se suppongansi le linee rette trigonometriche sopraindicate pre- 
se per un raggio espresso da a , l' equazione proposta dovrà di-' 
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ventare nniferme ne’ tuoi termini coll' introJurvisi 1' a per molti- 
plicatore o divisore convenevolmente ^ cd essa prcnderi perciò la 
segpiente altra forma 

b' x' — a^ — aa’ x -}-aa’ x' — anx’ -f- 
nella quale la x non rappresenta più la tangente trigonometrica 
delle Tavole; ma bensì la linea retta DE, subitochè il rargio 
trigonometrico si i cambiato in questo caso nella quantità a, che 
rappresenta la AB. 

Scolio. 

a36. L’equazione quassù ottenuta è identica a quella, alla 
quale per altre vie pervenne l'Uospital (*) ; ed essa si abbasserà al 
secondo grado , aggiungendo a’ x* ad ambo i membri , e poi 
estraendo da ciascun di essi la radice quadrata , per mezzo della 
quale operazione si avrà 

x' — ax -|- a' = -f-x V ( o’ -f-A* ) = ex 
ponendo a’ -)-A* = c’ . Sicché quell’ equazione sarà il prodotto 
delle seguenti altre due 

X® — (a+c) x-^- a* = o 
X® — (a — c) .x-J- a* = o 

Ed avrà quindi luogo l’istessa composizione geometrici del Pro- 
blema che diede l’Hospital nel lu<^o citato. 



(*) SectioBS Ceni^ues bib. x. 



lo 
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, PROPOSIZIONE IV. 

VKOBI.EMA. 

537. Dividere in Ire parli uguali un dato angoli 
rettilineo , o 1 ' ni eo die io sottende. 

Soluz. Essendo scn.3(p = a.scn. cot.^ — sen.i^ 

= 4-vos.* 9 »eii 9 — *en.^ 

= 4-*®'' f ( * — sen.’^ ) — sen.if 

eseguendo la multiplicazionc , ed ordinando per rapporto a 
sen.(^ , sar4 

4.scn'. 9 — 3.scn ^-}-sen.39 = o 

Or si dinoti per q la corda dell’ arco 3'p , e per z quella 
deir arco 9 , le quali coidc sono i doppj de' seni rispettivi di 
essi archi j la precedente equazione si trasformerà nclValtra tra esse 
corde. 

z’ — 3z -j- (^ = 0 

eh' ò quella stessa che per mezzo di considerazioni di triangoli 
simili aveva ottenuta il Cartesio nel Libro 111. della sua Geome- 
tria. Ed es a geometricamente costrutta darebbe la composizione 
del proposto Problema. 

« 

Scolio. 

ti38. E qui non parmi fuor di proposito , ritornando al 
Tcor. sulle corde dimostrato nel Lib I [ prop.Wl. ], di far ve- 
dere , come senza nè meno ricorrere alle riduzioni fatte nella for- 
mola dei seno dell’ arco triplo , si possa agevolmente ottenere 
]' equazione al proposto Problema , o anehc a quello universale 
di : Dividere un arco dato in qualunque numero di parti 
uguali. 

In fatti ponendo la prima corda AB=z [ fig. 47- ] » ® 
sua supplementale BU , clic dovrebbe essere espressa da 
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■\/(4 — 2 *) , dinotandola per brevità con y , ti avrà per le corde 
AB , àC , AD , AE , AF , AG , cc. che chiamerò I , II , 
III , IV , V , VI. ec. la seguente 

TAVOLA 



I. 



corda 



II. 


= zr 


III. 


= * ( y—f ) 


IV. 


= 2 ( y^—V' ) 


V. 


+ 

«• 

1 

JT 

11 


VI. 


= « ( y— ) 


VII. 


= * ( y-5y-i-6j^*-i ) 


Vili. 

ec. 


2= — 6y.floy — t\y 



£ ponendo nell' espressione della terza corda che chiamerò 
i » V (4 — ^‘) invece di ^ , si otterrà di nuovo 1’ equazione al 
precedente Problema , e così per le altre. 

aSg. La legge onde progrediscono le espressioni di sopra 
recate , ordinate rispetto alla ^ , è la seguente. 

i.° I termini della formola di ciascuna di tali corde alter- 
nano pe' loro se^ni. 

a.° Gli esponenti della y van decrescendo del numero a. 

3.° 1 coeificienli de' secondi tei'mini delle suddette espressio- 
ni formano la progrtssione de' numeri naturali o , o, i , u, 3, 
4 ì 5 , «c. 1 coefficienti de' terzi termini sono i numeri triango- 
lari di quest'altra sene o, o, o, o, i , 3, 6, io , ec. Quel- 
le de' quarti termini tono i numeri piramidali della serie o , o , 
0 , 0 , 0 , 0 , i,4>cc>c così in Seguito. E potrà pure la 
forma di ogni termine di ciascuna serie rilevarsi dal termine ge- 
nerale di cui essa è suscettiva , estendo riducibile a differenze 
costanti. E finalmente la formola generale della corda di un ar- 
co che sia il multiplice n di un altro , dalla quale dipende la 
divisione di un arco dato in un numeio n di parti, sarà la se- 
guente 
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_ «-a - («— 3)(n— 4) 

A r~' + y— ' 

L 1 i.a. 

(n — ^)(n — 5)(«— 6) 

_ ^ j'"~?4-ec. 

• I. a. 3. 

E volendo inscrivere nel cerchio del raggio i un qualsivo* 
glia poligono regolare , cioè volendo dividere la sua circonferenza 
UTT nel numero n di parti uguali , basterà porre la precedente 
espressione generale uguale a zero ; tal divenendo essa in questo 
caso , poiché dinota la corda di una circonferenza di cerchio ; e 
colla solita sostituzione di \/ (4 — **) P®*" y ** equazione 

dalla quale dipende la determinazione della corda dell'arco—^ 

n 

Ma chi desidera maggior estensione al presente argomento , 
Jegga la dotta Memoria del Signor Pergola inserita nel Voi. I. 
degli Atti della nostra Reale Accademia delle Scienze di recente 
pubblicato I dalla quale abbiamo noi tratte le considerazioni re- 
cate in questo Scolio. 



■miW B tCWM ■ 
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al libro I. 

, * ’ . . .1-. ^ : r »' 

Alle Piop. TU. VIU. 

. .. f .... .. -I I- - 

Crciliamo di far cosa ntile a’ giovani recando qui 1 ' ordina- 
ria maniera adoperati da' Trigooometrì in dimostrare questi due 
Teoremi. 

Sienò BE, ER [^g.Si.jgli archi proposti , i cui seni sieno 
EH, RD, e CH, CDi coseni: sia poi RN il seno della loro som- 
ma , cioè deir arco REB , PQ il seno della differenza di essi , 
cioè dell'arco PB. ‘ 

Si compia la figura come si vede. Ed essendo simili i trian- 
goli CEH , CDG , sta CE : EH CD : DG, cioè chiaman- 
do 9 e 6 gli archi.BE , ER , e dinotando .per 1 il raggio CE, 
1 : s«n. 9 :: co;. 9 : DG ~ sen. 9 cos 9 
Similmente per gli altri triangoli simili RDF , CEH sta CE : 
CH :: RD : BF , cioè 1 : cus. 9 :: sen. 9 : RF. E sarà 
quindi RF := sen. 9 cos. 9. Laonde la RN , cioè sen. ( 9 -f- 9 ) , 
essendo c=NF-)-FR, ossia a GD -(- FR , si avrà perciò 
< sen. (9-^9) = tea. 9 cos. 9 -l-'sen. 9 cos. 9- 

.Inidtrc per emere RDssDP , è anche RF=FS; che perciò 
PQscDG — RF, darà 

, sen. (9 — 9 ) = sen. 9 cos. 9 — sen. 9 cos. 9. 

Ritornando nuovamente agli stessi triangoli simili considerati 
di sopra , si vedrà che pe' triangoli simili ECH , DCG debba rs- 
sen CE : CH CD : CG , cioè 
• ; I a : cos.' 9 n Cos. 9 : CG =2 cos'. 9 cot ;'9 “ 
e che per gli altri triangoli simili CEH , RDF si abbia CE : 
HE :: RD *. DF ,cioè * 

I ; sen 9 sen. 0. ; DF m: sen. 9 sen. 0. 
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Laonde CN , eh* è uguale a CG-rGN=C®-DF ,urà «jutnto 
cos. 9 COI. 6 — len. ^ len. 6 ; t CQ / eh’ è quanto CG -|- GQ , 
cioè CG - 1 - GN , per enere GQ=GN , , liccome è PD=DR , 
larii uguale a coi. ^ coi. 6 len. ^ len. d . Ma CN è lo itene 
che COI. , e CQ è quanto coi. ( — «)• 5 «fi 

COI. (9+d) = C0I.9 COI. fl — ien .9 len.fl 
COI. ( 9 — 6 ) = Cd 9 Cd. d len.d 

E queita dimoitrazione , col variar lemplicemente la figura, 
si vedrà appartenere a dac archi qualunque , purché perA li ten» 
ga conto de’ legni de’ leni e coieni degli archi dati. 

» ■ t I *»• 

Al Cob. della Pbop. IX. 

I 

L’eiprcitioiie di tang. 39 li otterrà nel seguente nodo. 
tang.<^4- Uiig. 29 _ 3tang 9 — t'ang.^ 
j — tang.-^tang-af i — 3.tang.*9 

E similmente si otterrebbero le eiprenioniper tang.49 » 



AL LIBRO II. 



Alli Pbop. IV. 



Il’ enunciazione , e la dimdtrazione di queita Propduione 
conveniva che fonerò generalmente fette , e non già in quel mo- 
do che trovasi ordinariamente praticato nelle ktitiuiom di Trigo- 
nometria. ‘ ' 



Alla Pbop. X. sn al 100 Scolio. 

I due risulumenti ottenuti ne’ dne sopra notati luoghi , poi» 
sono servir di esempio per cfo eh’ è stato [detto nell’ Introduzione 
al Lib VI. intorno all’uso, che può farti delle formolc trigo- 
nometriche per la soltuione di tahmi problemi geometrici. 
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i » . . 4. li k. I 

• , M> , Aulì, l^aori' IH. . .. . 

Ciò che ti dimoiUa ia questa Propotizione , o mole utnmer- 
ti tenta prova , o pur dimottrani con ragioDamenti analitici ap« 
prossimanti , e che ci'avreUiero di più obbligato alla ricerca del- 
la terie che rappresenta 1' arco nel seno ; il che da noi si voleva 
«vitaui Ahhiaatn perciò tenuta on' altra strada , che ci ò anche 
ttiobrataipiu i^eoinetrka c xigorota.!- ■ ^ : 

I f * 

, l^. f -i; ‘\ii ( >ì ^ r'v a • . .t 

• ... Alia Pio». IV. .i 



Questa Ptopotisioiie si dimostra ordinariamente o col supporr* 
che gli clcmeuti delle tangenti AL, AM [Ag.a4*] psostimi ad A ti 
confondano- c<^ clementi d^ii archi cocrispoiidenti , che con-' 
prendono l’ angolo sferico , e qnindi che quest’ angolo sferico sia 
quanto queir angola rettilineo , e perciò anche quanto P altro in 
cuÌMnclinanti i piani de' cerchi AIXB t'AEB; o pure è fondata 
sulla considerazione , che movendosi la semicirconferenza A£B in- 
torno all’asse AB per descrivere la superficie sferica , il raggio OK 
perpendicolare ad AB descrive col tuo estremo E 1’ arco ED , 
nel temp* stesso che l’arco EA ; -passando da questo sito neU'al- 
tro DA , costituisce coti l’ angolo sferico EAD , la qual maniera 
di dimostrare da noi qui indicata può vedersi a disteso nella Tri- 
gonometria Sferica del Signor Delamhre. La nostra dimostrazione 
però ci sembra procedere più geometricamente , é mettere anche, 
come quella della Prop. precclente , più uniformità tra il meto- 
do di dimostrare in questi Elementi di Trigonometria , c quello ' 
tenuto negli Elementi di Geometria Elementare. 
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A QVEU.E PaOFi del! Cu>. ilI.icSE BroOAEDAllO Uà 

NATOBA DEI TBIAHOOU (FEEICI. 



Le ronfiderazioni dintorno alla natura de' triangoli sferki a 
noi pare che debbano preiaetteni • a’ pdncipj della rboluzione de* 
medetimi ; poichi cori richiede l’ ordine geometrico : ecco perchè 
non siamo d’accordo con ohalcfae moderno Analista. 

Alle Pnop. X. 2U. e XII. • ' 

. , •• I i i . I ; . I- • 'i ■ sn 

• > Se i triangoli s&rici siupotesseio sempre -iv «coincidere , <(h> 
me avviene n«' rettilinei , quando o hanno i loti ranTabro ugua* 
li , o due Iati e l' angolo compreso sono rispettivamente uguali > 
ec. , starebbero bene le dimostrazioni , che per queste Proposi» 
zìoni si danno ordinariamente , e che lo sterno Signor Cagno!» ha 
anche adottate nella sua Trigonometria. Ma la cosa non va. cosi, 
come si può rilevare da' secondi casi delle nostre dimostrazioni ' 
le quali sono state fondate sulla corrbpondcnza di un triangolo 
sferico con un angolo solido triedro. : t 



AL LIBRO IV. 



Alla Prop. II. 

E piaciuto a taluni , tal che al Delambre , di adottare per. 
la verità enunciata in questa Proposizione la seguente dimostra» 
cione. ..Il 

Sia il triangolo sferico fiZA , e C il centro della sfera cui • 
si appartiene. Nel punto Z sien tbate le tangenti ZP, ZQ agli 
archi ZB , ZA , e fino a’ raggi CB , CA prodotti. Finalmente 
si congiunga la PQ. 11 triangolo PCQ darà 

PQ‘=ZP*^.ZQ* — aZP.ZQcos.Z 
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=tang.*ZA+Ung.’ZB — a.tang.ZA tang.ZB cos.Z 
n triangolo PQC darà similmente 
PQ‘=PC’+CQ*— aCP.CQ cos.PCQ 

= sec-‘ZA-)-sec.'ZB — a.scc.ZA sec.ZB cot. AB 
poiché AB è la misura dell' angolo PCQ. Sottraggasi la prima 
di queste equazioni dalla seconda j c si avrà 

o=... scc’.ZA — tang.’ZA-j-scc’.ZB — tang.'ZB — 
sec.ZAscc.ZB cos. AB-|-3-tang.ZAlang.ZB cos.Z 
0=1 -{-I — a.scc.ZAsec.ZBcos.AB-|-a.tang.ZAtang.ZBcos.Z 
0=1 — sec. ZA sec.ZB cos.AR-{-tang.ZA tang.ZB cos.Z 
cioè sec. ZA sec.ZB cos.AB=taiig.ZA tang.ZB cos.Z-(-i 

« dividendo tutto per sec. ZA sec.ZB= tt-, =: , 

‘ cos ZA co.ZB 

ne risulterà 

co$.A6=sen.ZA sen.ZB cos Z+ cos ZA cos.ZB 
o sia, esprimendo i lati del triangolo sferico per a , 6 , c , e gli 
angoli ad essi opposti per A , B , C ; sarà , per un lato a 
cos.a=scn.iscn.c cos. A -J- cos.^cos.c 
eh’ è la stessa formola del nostro Teorema. 

Ma la dimostrazione qui recata non ci sembra nè più sem- 
plice pel numero de' passaggi , e pe’ principi di riduzione de’quali 
abbisogna , nc' più naturale di quella da noi recata. 

Allo Scol. Gem. dopo la Prop. XVI. 

P dativamente alla regola del Signor de Gua riportata in fi- 
ne di questo Scolio conviene far avvertire , che la maniera da 
noi tenuta in esibire la quarta parte di un triangolo sferico , ci 
ha evitato di star a considerare , come fa il Gagnoli , i casi in 
cui la somma de’ tre angoli non ecceda i 270°, o pur sia tra 
:a 7«° e 36 o° , 0 finalmente oltrepassi questo limite. 
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